Matematikai statisztika

A matematikai statisztikdban két feladat fogalmazhaté meg:

1. Véletlen jelenség megértése
2. Véletlen jelenségek kapcsolatanak megértése

A véletlen jelenség vagy ismert eloszlashoz tartozik és
tartalmaz egy vagy tébb paramétert és ekkor ez (vagy ezek)
meghatarozasa a feladat - ekkor paraméteres statisztikarol
beszélink -, ellenkezé esetben nemparaméteres statisztikardl
beszéllnk.

A véletlen jelenség(ek) megismeréséhez n kisérlet adatai
allnak rendelkezésre, ezt statisztikai mintanak hivjuk.



Tipikus statisztikai kérdések

1. A mintaban Iévd selejtarany alapjan kovetkeztetiink az
egész sokasagbeli selejt-valoszinliségre (becsléselmélet)

2. Statisztikai probaval megviszgaljuk: a mintaatlagnak a
varhat6 értéktdl valo eltérése alapjan feltehet6-e, hogy
teljesll egy adott szabvanyeldiras (hipotézisvizsgalat)

3. Megvizsgaljuk, hogy a mintaatlag kéril nagy
valoszinlséggel milyen intervallumban talalhat6 az
elméleti varhato6 érték, ami az in. megbizhatésagi vagy
konfidencia-intervallum keresése



1.

2.

3.

Adott mintabeli eloszlasfliggvény milyen elméleti
eloszlasfliggvényhez illeszkedik jol (tehat milyen eloszlasu
az egész sokasag), ez az un. illeszkedésvizsgalat

Allithatd-e két v.v.-rél. hogy egyforma eloszlasu
(homogenitasvizsgalat)

Mérési eredmények alapjan prébaljuk elddnteni, hogy
milyen kapcsolat all fenn két v.v. kdzott (regresszidanalizis)



Tipikus statisztikai feladatok

1. Pénzérme szabalyossaganak meghatarozasahoz 100-szor
dobok. Ebbdl 37 fejet kapok. Gondolhatom-e, hogy a
kocka szabalyos vagy van elég bizonyitékom ennek
ellenkezéjére?

2. Kockaval 600-szor dobok. Az eredmények: 86 db 1-es,
114 db 2-es, 121 db 3-as, 98 db 4-es, 91 db 5-6s, 90 db
6-0s. Ez alapjan gondolhatom-e, hogy a kocka szabalyos?

3. Foldrengésekrdl azt gondoljuk, hogy Poisson-eloszlast
kovetnek. A legalabb 2-es erésségi rengésekrdl az elmult
150 évbdl allnak rendelkezésre adatok 10 éves bontasban
(Xq, X2, ..., X15). Mi a a valoszinlisége, hogy egy 10 éves
periodusban 3 db legalabb 2 erésségl féldrengés lesz?



1. Torbkocka szilardsagara vonatkoz6 adatai normalis
eloszlas kdvetnek. A normdlis eloszlas paramétereinek:
(m, o) meghatarozasahoz 10 db kisérletet végziink.
Tippeljik meg az (m, o) paramétereket! Mondjuk meg
95%-0s biztonsaggal, hogy milyen értéket vesz fel (m, o)!

2. Ismerjik a Duna bécsi és budapesti vizallasara vonatkoz6
adatokat. Milyen kapcsolat van a kett6 kdz6tt? Tippeljik
meg a mai bécsi érték alapjan a holnaputani budapesti
vizallast!

3. Hagyomanyos beton szilardsagara rendelkezésre alinak
adatok. Egy ujitas soran azt kell eldénteniink, hogy
szilardabb betont kapunk-e. Ehhez az Uj betonbdl is
torokockakat készitenek és meghatarozzak ezek adatait.
Osszevetve a korabbi adatokkal hogy déntsiink? Sikeres a
javulas, vagy a kis javulas csak a véletlennek
tulajdonithat6?



Statisztikai alapfogalmak

A statisztikaban a megérteni akart X valészinliségi valtozét
hattérvaltozonak hivjuk, ennek eloszlasa a hattéreloszlas
(F(x) = P(X < x)). Ennek megismeréséhez n db fuggetlen
kisérletet végziink igy jutunk az un. statisztikai mintahoz:

Xi, Xo, ..., Xp, ahol tehat X; egy valoszinliségi valtozo,
melyenek eloszlasa megegyezik X hattérvaltozo eloszlasaval.
A jeldlés:

K: (X17X27"'7Xn)

egy konkrét megvaldsulasa, realizacioja
X = (X17X27"'axn)7

ahol tehat X; = x;



Példak:

1. Beton szilardsaganak megismeréséhez 10 db térdkocka
szilardsaga.

2. Az egyetemista filk magassaganak meghatarozasahoz 40
egyetemista fil megmeérése.

A korabbi (Xj, Xz, ..., Xp) mintat nagysag szerint sorba
rendezzik:
Xf<Xg < <X

igy jutunk az un. rendezett mintahoz.



Példa: Ha az RND (azaz a [0, 1]-ben egyenletes eloszlas)
esetén vesziink egy Xi, Xo, ..., Xjo mintat, akkor a rendezés
utan

Xi <X < < Xy

mintat kapjuk. Van értelme arrdl beszélni, hogy pl. X;-nak vagy
Xio-nak mi az eloszlasa. Ekkor Xj, és X; eloszlasat a
kdvetkezd képpen kapjuk: legyen 0 < x < 1

P(X1*O <X) = P(X1 <X, Xo<X,...,Xi0 <X) =
P(X; < X)P(Xa < X)...P(Xj0 < x) = x"°
P(X; <x)=1=-P(X{ > x)=1-P(X; > x, X2 > X,..., X0 > X) =
1—P(Xy > x)P(Xo > x)...P(X10 >x)=1—-(1-x)"0



A rendezett (X}, X5,..., X;) minta esetén az X;; — X a
minta terjedelme.

Empirikus median n = 2k + 1 esetén: X;_ ; és n = 2k esetén
X;+X;
T2

k+1

Empirikus vagy tapasztalati varhaté érték az atlag:

X1+ +Xp
n

X =

Empirikus vagy tapasztalati szérasnégyzet:

2 — (X _Y)2+(X2_Y)2_|_...+(Xn_Y)2'
n




Ekkor
%(E(XO + E(Xo) +---+ E(Xp)) = %nE(X) = E(X)

Megmutathato, hogy

n-1

E(S?) = D?(X),

ezért a tovabbiakban az Gn
korrigalt empirikus szérasnégyzettel:

Xi —Y)2+(X2—Y)2—|-...+(Xn_x)2

*2_(
5= n—1

szamolunk, mert erre

E(S*?) = DP(X),



Az (X1, X2, ..., Xn) minta alapjan beszélhetiink tapasztalati
eloszalasfliggvényrol:

Fa(x) {

Megmutathatd, hogy a fenti tapasztalti eloszlasfliggvény nagy n
esetén jol kdzeliti a hattéreloszast (F(x)-et). Ez pontosan a
matematikai statitisztika alaptételének tartott Glivenko-Cantelli
tétel: Minden x € R esetén egyszerre teljesul, hogy

ha x < X{
haX,f<x§X;§+1
ha x > X

—3|x O

P(Fn(x) = F(x)) =1



Folytonos hattérvaltoz6 esetén természetes feladat a minta
alapjan a slriiségfliggvény kozelitése. Ezt az un.
hisztogrammal érhetjiik le: befoglaljuk a mintat egy [a, b]
intervallumba, ezt felbontjuk h hosszu egyenld részre és egy
intervallum felé % nagysagu téglalapot rajzolunk, ha az adott
intervallumba k db mintelem esik.

Megmutathatd, hogy ha n nagy és h pici, tovabba nh nagy,
akkor a fenti hisztogram jol kézeliti a strliségfliggvényt.



Becsléselmélet

A feladat az, hogy adott egy X hattérvaltozé és a hozza tartozé
(Xq, X, ..., Xy) n elemi minta. Tudjuk, hogy az X hattérvaltozo
milyen eloszlasba tartozik, csak a pontos paramétereket nem
ismerjik. A mintabol szeretnénk a paraméter(ek)re informaciot
nyerni.

Jelblje # a paramétert vagy a paramétereket.

Példa
1. X Poisson eloszasu, akkor # = \ (egydimenzids
paraméter)
2. X normadlis eloszlasu, akkor 6 = (m, o) (kétdimenzids
paraméter).



Pontbecslés

Feladat: Tippeljik meg a paraméter(eke)t egy értékkel, tehat
adjunk meg egy

~

0=00X,Xs,...,Xn)
értéket, ami kozeliti a & paramétert!
Erre tobb modszert is hasznalnak (pl. Bayes-becslés,

momentum-becslés), most csak a legegyszeriibbet az un.
maximume-likelihood becslést ismertetjik.



Maximum likelihood becslés

Legyen X egy diszkrét v.v., ekkor az (xi, ..., X,) minta
valészinlisége

P@(X = X1)P9(X = Xg) - Pg(X = Xn)
A feladat olyan 6 valaszasa, ahol a fenti szorzat maximalis.

Ha X folytonos v.v, akkor a siiriségfliggvények szorzatat
szeretnénk maximalizalni 6-ban:

fg(X1)f9(X2) e fg(Xn)



Ehhez bevezetjik az un. likelihood flggvényt, ami diszkrét
esetben:

Lo(X1,....Xn) = Lo(X) = Po(X = x1)Po(X = X2) ... Py(X = Xn)
és folytonos esetben
Lo(x1,...,xn) = Lo(X) = fo(x1)fo(X2) . .. fo(Xn)

A feladat annak meghatarozasa, hogy az Ly(x)
likelihood-fliggvény milyen 6 esetén lesz maximalis.

Ennek meghatarozasara gyakran célszer(i venni a
likelihood-fliggvény logaritmusat az un log-likelihood fliggvényt:

lo(x) = In(Ly(x))



Feladat: Legyen X1, X, ..., X, egy (N, p) paraméteri
binomialis eloszlasbol szarmazo6 minta. Adjon ML-becslést!

Megoldas: Ekkor

N X1 N—x4 N Xo N—xo N X1 N—x,
- - 1- n—
<X1>p (1=p)", )P (1=P) x, )P (=pP)
Cp22:1 Xk(1 _ p)Nn_ZZ:1 Xk

b(x) = In(Lp(x)) = ¢+ (3 %) Inp+ (Nn— 3" x) In(1 — p)

k=1 k=1
Ennek szélsbértéket p-szerinti derivalassal kapjuk meg:
ilp(l) _ 22:1 Xk o Nn — er(]:‘l Xk -0
dp p 1-p
n
~ X
b= Zk_1 k

nN



Feladat: Legyen Xi, Xz, ..., X, egy A paraméter(i
Poisson-eloszlasbdl szarmazé minta. Adjon ML-becslést!

Megoldas: Ekkor
L)\(X) = P)\(X = X1)P)\(X = X2) - P)\(X = Xn) =

X- X: X
7)\)\1 7)\)\2 7)\)\/7_

e e —...e =
Xq! Xo! Xp!

Ce M \Zk=1 %

(0 = I(LA() = ¢ — A+ (3w A

k=1
Ennek szélsbértéket \-szerinti derivalassal kapjuk meg:
d > ket Xk

n
~ X
NI YL
n

=X



Feladat: Legyen Xi, X, ..., X, egy A paraméteri exponencialis
eloszlasbél szarmazé minta. Adjon ML-becslést!

Megoldas: Ekkor
L)\(K) = f/\(X1)f,\(X2) e f/\(Xn) =
Ae MieMe | e M

\e= S oh—t Xk

n
I(X) = In(LA(x)) = =2 Xk + nin A
k=1
Ennek széls6értéket \-szerinti derivalassal kapjuk meg:

d n
el _ -
i h(X) k§:1 Xk + 5 0
~ n 1
)\ = - =
Sket Xk X



Feladat: Legyen X1, X, ..., X, egy (m, o) paraméter( normalis
eloszlasbél szarmazé minta. Adjon ML-becslést!

Megoldas: Ekkor
Lim,o)(X) = fimo) (X)) fime)(X2) - - - fim,o)(Xn) =

1 (g =m)? 1 _ (p—m)? 1 (xp—m)?
o2 e 2

e 2 202 ...
Vero Vero Vero

>k (X — m)?

lmey)(X)=c—nlino —

202
A szélsbérték ott lesz, ahol a parcialis derivaltak 0-val egyenl6:
9 >kt (X — m)
aim/(m"’)(*) = o2 =0
> ket Xk



9 _Q+ZZ:1(XI;—’")2:0
g

2 _ > ket (X — m)?

n
n _¥)2
G = \/ZKZ‘I(),;/( X) - S




Feladat: Legyen Xi, X, ..., X, egy (0, 0) egyenletes
eloszlasboél szarmazé minta. Adjon ML-becslést 6-ra!

Megoldas: Ekkor

1

Lg(l) = fg(X1)f9(X2) Ce fg(Xn) = %,

ha minden x; esetén 0 < x; < 6. Ennek maximuma a
b=X:

esetén adodik.



