Folytonos valdszinliségi valtozdk

Az X egy folytonos valosziniiségi valtozo, ha a lehetséges
kimenetelek halmaza egy intervallum vagy egy félegyenes vagy
minden val6s szam. Ekkor ezt a valoszinliségi valtozét vagy az
eloszlasfliggvényével vagy az un. slrliségfiggvényével lehet
leirni.

Ha X egy (folytonos) v.v., akkor az 6 eloszlasfliggvénye:
F(x)=P(X < x)

Erre teljesil, hogy
1. F(x) monoton nd
2. lim F(x)=1, lim F(x)=0

X—00 X——00

Folytonos X v.v. esetén egy konkrét x érték valoszinlisége 0,
azaz P(X = x) =0.



Annak a valészinliségét, hogy az X v.v. az [a, b] intervallumba
esik, a kdvetkezbképpen szamithatjuk ki:

Pla<X<b)=P(X<b)-P(X<a)=P(X<b)-P(X<a)=

F(b) — F(a)
Példa: Legyen az X v.v. eloszlasfliggvénye
0, ha x <1
F(X)_{ 1-4, ha x>1
Példaul
1 1 1 1
P(2<X<3):F(3)—F(2):(1—g)—(1 —ﬁ)zg_g



Az f(x) = F'(x) fuggvényt az X v.v. sliriségfiiggvényének
hivjuk.

Példa: Az el6z6 eloszlasfliggvénnyel bird v.v.
slrGiségfiiggvénye:

0, ha x<1
f(X)_{ %, ha x> 1

Az f(x) strlségfliiggvény tulajdonsagai:

1. f(x) > 0, minden x € R esetén

2. /Oo f(x)dx =1

—00



Ha az X v.v. slirségfliggvénye adott, akkor ebbdl
eloszlasfiggvényt a kdvetkezoképpen szamolunk:

F(x) = / " Hat

—00

Egy intervallumba esés valdszinlisége ekkor

b
P(a< X < b) = F(b) — F(a) = / F(x)dx



Az X folytonos v.v. p-edrendi kvantilise (vagy fraktilise) azon x
valés szam, amelyre

F(x)=p
Tipikusan p = 0,01, 0,05 0,95, 0,99.

Példa: Szamitsuk ki a fenti X v.v. esetén a p=0,05 kvantilist!
Megoldas: Olyan x-et kerestink, melyre
F(x)=0,05

Ekkor ]
0,06=1-—=x=1,017
X



Az X folytonos v.v. varhato értékét az atlagértéket hasznalva
szintén értelmezhetjik. Ekkor ezt a kdvetkezd integrallal

szamolhatjuk:
/ xf(x)dx

—00

ha ez az improprius integral |étezik. Példa: A fenti X v.v. esetén

E(X) = /Oo xf(x)dx = /100 x%dx = [SXTTO =

—3]7_3
2x2|, 2



A szoras értelmezéséhez a szorasnégyzetet vezetjik be ismét:
D?(X) = E(X?) - (E(X))?,

ahol .
E(X?) / X2F(x)ax,

—00

ha ez létezik.

Példa: A fenti X szérasa a kdvetkezo:

5 [e’s) 5 00 5 3 X—1 oo
E(X°) = x“f(x)dx = X Fdx: 3—| =
1 1

. 1

Innen

D3(X) = E(X?)—(E(X))?=3-1,52=0,75= D(X) = /0,75



Nevezetes folytonos eloszlasok
Egyenletes eloszlas
Az X folytonos v.v. egyenletes az [a, b] intervallumon, ha
1
f(x):{b—a’ ha a<x<b

0, egyébként
Ekkor az eloszlasfliggvény:

0, ha x<a
F(x)=1< =2, ha a<x<b

1, ha x>b

Megmutathatd, hogy




Példak:

1. Legyen RND a [0, 1] intervallumban egyenletes eloszlasu
v.v. Ekkor

F(x) = 1, ha 0<x<1
1 0, egyébként

0, ha x<0
F(x)=4¢ x, ha 0<x<1
1, ha x> 1

E(RND) — % D(RND) — \/%

2. Hogyan kaphatun a [2, 5] intervallumon egyenletes
eloszlasu v.v.-t az RND-b6I?

2+ 3RND



Exponencidlis eloszlas

Az X folytonos v.v. A paraméter(i exponencialis eloszlast kdvet,
ha
0, ha x<0
F(X)_{ 1—e ™, ha x>0
és ekkor
[0, ha x<0

i) = { xe™ ha x>0
Megmutathatd, hogy

D(X) = %



Az exponencidlis eloszlasu X v.v. rendelkezik az un. 6rokifju
tulajdonsaggal: tetszbleges s, t > 0 érték esetén

P(X>s+tX>8)=P(X>t)

Példak exponencidlis eloszlasi v.v.-ra:
1. Radioaktiv anyag bomlasanak ideje
2. Menzai poharak élettartam
3. Egy miszaki készllék élettartama



NS
Példa: Egy radiaktiv anyag felezési ideje 20 év.
1. 50 év alatt az anyag hany szazaléka bomlik el?
2. Mennyi id6 alatt bomlik el az anyag 75%-a?

Megoldas: Jeldlje X egy véletlendl kivalasztott radioaktiv atom
elbomlasanak idejét. Ez exponencialis eloszlast kdvet. Eloszor
meghatarozzuk A-t. Tudjuk:

11
B 1 a—)\20 L L
0.5=P(X<20)=1-e% - \= 555 =0,0346

igy az elsd kérdésre a valasz:
P(X < 50) =1 — g 0.0346x50 _ o 820
A masodik kérdéshez olyan x-et kell talalni, hogy
0,75 = P(X < x) =1 — g %0%%6x

innen x = 40



Normalis eloszlas

Az X folytonos v.v. standard normalis eloszlasu, ha

slrGiségfuggvénye:
1 52
o(x) = Ee‘?, xeR
Ekkor ennek eloszlasfliggvénye:
1 X e
d(x) = \/E/oo e zdt

Megmutathato, hogy ekkor
E(X)=0és D(X) =1



Az eloszlasfliggvény értékei tablazatbol hatarozhatok meg. A
tablazat csak x > 0 értékeket tartalmaz, negativakra a

O(—x)=1—d(x)
Osszefliggéssel szamolunk.

Példaul:
®(2) = 0,9772,

®(—1)=1—-d(1)=1-0,8413 =0,1587



Az altalanos (m, o) paraméter(i normalis eloszlasu X v.v.
slrlségfliiggvénye:

1 - ()(—m)2
e 202

f(x) =

2ro

Az eloszlasfliggvényt a standard normalis eloszlas
eloszlasfiiggvényébdl hatarozhatjuk meg:

X—m
g

F(x) = P(X < x) = &( )

Ekkor
E(X)=m, ésD(X) =0



Legyen X egy (m, o) paraméter(i normalis eloszlasu v.v.
Hatarozza meg a

1. P(X<m+o0)
2. P(X >m—3o0)
3. P(m—20 < X < m+ 20) valoszinségeket!

Megoldas

m+o)—m

P(X<m+a):F(m+a):¢(( ) =®(1) =0,8413

PX>m—-30)=1-PX<m—-30)=1—-F(m—-30) =

(m—30) —

1— o M 1 o(-3)=1-(1 - &(3)) =

— &(3) = 0,9986



P(m—2c <X <m+20)=F(m+20)—-F(m—-20) =

m+20) —m

<b(( )_¢((m—20—)—m

g o2 ):

B(2) — B(—2) = B(2) — (1 — B(2)) = 26(2) — 1 =
2%0,9772 — 1 = 0,9544



Példa: Hatarozza meg az (m, o) paraméter(i normalis
eloszlasu X v.v. p=0,05 kvantilisét!

Megoldas: Olyan x-et kereslink, amelyre

0,05 = P(X < x) = (X"

)

g

Ehhez keresiink egy a pozitiv valés szamot, hogy
®(—a) = 0,05:

0,06 =d(-a)=1-d(a) = ®(a)=0,95=a=1,64

lgy
X—m

g

&(

)= o(—1,64) = 2T _ _1 64
g

X=m-—1,64c



Miért olyan fontos a normalis eloszlas?

A v.v. altaldban normalis eloszlasu lesz, ha az sok véletlen
jelenség dsszegekeént all eld.

Példak:
1. Egy aruhaz bevétele egy atlagos hétkéznap
2. Egy lakohaz gazfogyasztasa egy atlagos téli napon
3. 1000 pénzérmét feldobva a fejek szama
4. Az 1kg-os cukor tényleges sulya



Moivre-Laplace tétel
Ha X egy n és p paraméter(i binomialis eloszlasu v.v., ahol n
nagy (tipikusan n > 30) és p nem pici, akkor ennek
eloszlasfliggveénye jol kozleithetd az (np, v/ np(1 — p))
paraméter(l normalis eloszlasu v.v. eloszlasfliggvényével.

Példa: 720-szor dobunk egy kockaval. Hatarozza meg annak a
valészinliségét, hogy a 6-osok szama legfeljebb 110! Adjon
becslést is a valdszinliségre!

Megoldas: Legyen X az a v.v., amelyik azt adja meg, hogy a
720 dobas kdz(il hany 6-os van. Ez egy n =720, p =}
paraméter( binomialis eloszlasu v.v., ezért

P(Legfeljebb 110 db 6-0s) = P(X < 110) =

S £ 070 (-2



NSNS
Ezttudjukaz m=np=120és o = /720 + { x 2 = 10
paraméter(l normalis eloszlassal kézeliteni. Ezért

110 — 120
10

1-0,8413 =0,1587.

P(X < 110) ~ o( )= d(—1) =1 — (1) =

A Moivre-Laplace tétel egy altalanositasa a Centralis
hatareloszlas tétel:

Centralis hatareloszlas tétel Legyenek Xi, Xo,..., X;
flggetlen azonos eloszlasu v.v.-k. Legyen m = E(X;) és
o = D(X;). Ha n elég nagy, akkor az

X=Xi+Xo+ -+ Xy

v.v. eloszlasflggvénye jol kdzelithetd (nm,/no) paraméteri
normalis eloszlasu v.v. eloszlasfliggvényével.



Normalis eloszlasbél szarmaztatott eloszlasok

1. Az X lognormalis eloszlasu v.v., ha In X v.v. normalis
eloszlasu.

Lognormalis eloszlas altalaban apritasi , osztédasi, mallasi
folyamatoknal Iép fel, mint a végtermék sulyanak,
kdbtartalmanak vagy valamilyen méretnek az eloszlasa.

2. Legyenek Xj, Xo, ..., X, fUggetlen standard normalis
eloszlasu v.v.-k. Ekkor

X=X+ X+ -+ X2

v.v-t n-szabadsagfoku y?-eloszlastnak mondjuk. Ennek az
eloszlasnak a statisztikdban van kdzponti szerepe.




