Diszkrét valészinliségi valtozok

Legyen egy X diszkrét valdszinliségi valtozé (v.v.) lehetséges
kimeneteli: x1, X2, . ... Ekkor a p; = P(X = X;)
valoszinliséggekkel az X v.v. eloszlasat hatarozzuk meg.

Példak:

1. Kockadobas: X: eredmény:
1 1 1
PX=1)==-,PX=2)=—,...,P(X=6)=—
(X=1)=5.PX=2)=¢,...P(X=6)=¢
2. Kétgyerekes csaladok, X: filk szama:
1 2 1
P(X_O)_Z, P(X_”_Z’ P(X_2)_Z
3. Haromgyerekes csaladok, X: filk szama:
_1
=35

P(X=2)= 2,

P(X = 0) 5

P(X =1) =



Egy pénzérmével addig dobunk, amig fejet nem dobunk. X:
dobasok szama:

P(X = k) = -

ok ha k=1,2,...

Az eloszlasflggvenyre teljesdl, hogy >, P(X = x;) = 1.

Az X val6szinliségi valtozé esetén az F(x) = P(X < x)
flggvényt az X eloszlasfliggvényének hivjuk.

Kénnyen ellendrizhetd az eloszlasfiiggvény alabbi
tulajdonsagai:

1. F(x) monoton n6

2. Xﬂrpoo F(x)=0¢és XILmoo F(x)=1



Az X v.v. lehetséges kimenetelei kdzil a legvalészinlibbet az X
moduszanak hivjuk.

Példa: Legyen az X v.v. a kétgyerekes csaladokban a filk
szama. Ekkor X médusza a 2.



1.6 Varhato érték és szoras

Egy szabalyos kockaval dobjunk 6000-szer és atlagoljuk ki az
eredményeket, ekkor minden bizonnyal a kdvetkez6t kapjuk:

atlag =
1 % (1-esek szama) + 2 * (2-esek szama) + - - - + 6 * (6-0osok szama)
6000
11000 +2x1000 + --- + 6« 1000 _35
- 6000 o

A fenti szamitasban
1-esek szdma N

6000 ~PX=1),
2-esek szama
W ~~ P(X _— 2)’ ces

tehat
atlag ~ 1P(X = 1)+ 2P(X =2) +--- + 6P(X = 6)



Legyen X egy diszkrét v.v. x1, X2, ... kimenetelekkel. Ekkor a
Z xxP(X = xx) 6sszeget az X v.v. varhaté értékének hivjuk.

k
Jeldlés: E(X).

A varhato érték a kdvetkezoképpen szemlétethetd: tekintsik
azt a tbmegpontrenszert, ahol az x; pont sulya P(X = x;).
Ekkor a varhat6 érték az els6 momentum.

Példa:

1. Kétgyerekes csalad: X: fiuk szama. Ekkor

E(X) = 0P(X = 0)+1P(X = 1)+2P(X = 2) = 1*%2*% _ 1

2. Haromgyerekes csalad: X: filk szama. Ekkor
E(X) =0P(X =0)+1P(X =1)+2P(X = 2)+3P(X = 3) =

3 3 1
g +t2rg+35=15



Varhat6 érték tulajdonsagai:
1. Ha a,b € R, akkor E(aX + b) = aE(X)+ b
2. Ha X és Y v.v.-k, akkor E(X + Y) = E(X) + E(Y)

Legyen X lehetséges kimenetelei: xq, X2, ... €s Y lehetséges
kimenetelei: yq, yo,.... Az X és Y v.v.-k fliggetlenek, ha a
P(X =x;,Y = y;) = P(X = x;)P(Y = y;) minden i,j-re

Megmutathatd, hogy ha X és Y fliggetlenek, akkor
E(XY) = E(X)E(Y)



A kovetkez6 érdekes kérdés az, hogy az atlagértéket hogyan
kapjuk: lehet, hogy mindig az atlagértékhez kozeli lesz a v.v.,
de az is lehet, hogy kdzben jelentdsen eltér. Ezt ellendrzi az
an. szbras: az X v.v. szérasnégyzete (vagy varianciaja):

D(X) = E((X — E(X))?) = E(X?) — (E(X))?,

ahol
E(X?) =Y xPP(X = x;)

Ekkor a szérés:

D(X) = 1/ D2(X)

A szbrasnégyzet az el6z6 tdmegpontrendszerre nézve az elsd
momentumra vonatkozd masodik momentumot jelenti.



I
Példak:

X: kockadobas eredménye. Ekkor tudjuk, hogy E(X) = 3,5,
tovabba

E(X?) =12P(X = 1) + 22P(X = 2) + 3°P(X = 3)+
42P(X = 4) + 5°P(X = 5) + 6°P(X = 6) =

1*1+4*1+9*1+16*1+25*1+36*1:

6 6 6 6 6 6
ot
6
Innen
DP(X) = E(®) — (EX)P = 5 3,82 =32 =
DX) = /22~ 1,708



X: kétgyerekes csaladban a filk szama: Tudjuk, hogy
E(X)=1és

E(X?) =0°P(X =0)+12P(X = 1) + 2°P(X = 2) =

1 2 1

Innen

D?(X) = E(X?) — (E(X))?=1,5-12=0,5 =

D(X) = 1/0,5 = 0,707



A szo6ras tulajdonsagai:

1. Ha X valoszinliségi valtozd, akkor tetszdleges a, b € R
esetén aX + bis v.v. és

D(aX + b) = |a|D(X)
2. Ha X és Y fuggetlen v.v-k, akkor
D3(X + Y) = D*(X) + D?(Y)

Példa: Dobjunk kétszer egy egymas utan egy kockaval. Jelblje
Z a dobott szamok dsszegét! Hatarozza meg Z varhato értékét
és szérasat!

Megoldas: Jeldlje X az elsé és Y a masodik dobas
eredményét! Ekkor Z = X + Y, ezért

E(Z)=E(X+Y)=EX)+E(Y)=35+35=7

D?(2)=D*(X +Y)=D?X)+ D*(Y)=2+x % =2,41



2. Nevezetes diszkrét eloszlasok

Egyenletes eloszlas

Az X valoszinlségi valtoz6 egyenletes az xi, X2, ..., Xp
szamokon, ha minden 1 < j < n esetén

1
PIX = x) =+

Ekkor .
E(X) = Zin1 Xi

Példa: X: kockadobas eredménye: P(X = i) = {,
i=1,2,345,6.



Bernoulli-féle eloszlas
Legyen 0 < p < 1. Az X p-paraméter(i Bernoulli-féle v.v., ha X
két értéket vehet fel: a 0-t és az 1-et. Ezek val6szinliségei:

PX=0)=1-p és PX=1)=p

Példa: Kockadobas: X a 6-osok szama. Ekkor
_5
=&
Ha X egy p-paraméteri v.v., akkor

P(X = 0) P(X=1)=
E(X)=0P(X=0)+1P(X=1)=p
E(X?) = 02P(X =0) + 12P(X =1) = p,
ezért
D?(X) = E(X?) = (E(X))?=p-pP°=p(1 —p) =

D(X) = vp(1—p)



Binomialis eloszlas vagy visszatevéses mintavétel

Az X v.v. n és p paraméteri( binomialis eloszlasu, ha n
egymastdl fliggetlen kisérletet végziink és kdzben
megszamoljuk, hogy egy p valoszinliségli esemeény hanyszor
kdvetkezik be.

Ekkor X v.v. 0 < k < n értékeket vehet fel. Bebizonyithatd,

hogy
POXC=k) = (1 )pH(1 =P

Példak: 10-szer dobunk egy pénzérmével. Jeldlje X a fejek
szamat. Ekkor X egy n= 10 és p = 0,5 binomidlis eloszlasu
v.v, ezért

row o= (2)) (1-3)"



20-szor dobunk egy kockaval. Jelblje X a 6-osok szamat. Ekkor
X egy n =20 és p = } binomidlis eloszlasu v.v, ezért

P(3 db 6-08) = P(X = 3) = <230> <;>3 (1 _;>20_3

Visszatevéses mintavétel: Adott N targy és ezek kdzil M
valamilyen szempontbdl kitlintetett. Ha ezek kézil n-szer
huzunk véletlenszer(ien, visszatevéssel, akkor a koztik 1évd
kitlintettek szama nés p = % paraméter{ binomialis eloszlasu
V.V.

Példa: Magyar kartyabdl visszatevéssel hizunk 6 lapot. Jeldlje
X a koztiik [évo tokok szamat. Ekkor X v.v. n=6és p = 5=
paraméter(l binomialis eloszlasu v.v.



Egy nap egy gépsor 10.000 terméket allit el, amik kdzil 1.000
hibas. Visszatevéssel kivalasztunk 500 terméket. Mi a
valészinlisége, hogy legfeljebb 45 hibasat valasztottunk ki?

Megoldas: Legyen X az 500 kivalasztott termék kozott [évd

hibasak szama. Ekkor X egy n =500 és p = (%% =0, 1

paraméter(l binomialis eloszlasu v.v. Ekkor

P(legfeljebb 45 hibas) = P(X < 45) =

45
> <520>o, 1%(1-0,1)%0 % »7

k=0



Ha X egy n és p paraméter(i binomialis eloszlasi v.v., akkor ezt
fel lehet irni Bernoulli v.v. 6sszegeként a kdvetkezoképpen:
jeldlje X; azt, hogy az i-edik kisérletnél hanyszor kdvetkezett be
az esemény. Ekkor

P(X;=0)=1-pés P(X;=1)=p, E(X;)=p,D?(X;) = p(1-p)
és
X=X +Xo+ -+ Xy,

ezért
E(X)=E(X))+ E(Xo)+ -+ E(Xp) =np

D?(X) = D?(Xi+Xo+- - +Xp) = D?(X1)+D?(Xo)+- - -+D?(X;) =
np(1 — p)
Tehat D(X) = +/np(1 — p)

Megmutathaté, hogy X médusza [np]|



Hipergeometriai eloszlas (visszatevés nélklli mintavétel)

Legyen N targy és ebbdl M kitlntetett. Visszatevés nélkl
hldzunk n darabot. Az X v.v. azt mutatja, hogy hany kitlintetettet
huztunk. Ekkor megmutathato, hogy 0 < k < n esetén

My (N—M
P(X — k) — (k)(ank) .
(n)
bizonyithato, hogy E(X) = ¥ n és X médusza [ ¥ n]

Példa: Egy hallgatd a 100 tétel kdzil 20-at nem tud. 10 tételt
kap a vizsgan. Akkor megy at, ha legfeljebb 1 tételt nem tud. Mi
a a valészinlisége, hogy atmegy a vizsgan a hallgaté?

N =100, M =20,n=20

Megoldas: Jeldlje X, hogy a hallgaté a 10 tétel kdzil hanyat
nem tud.

P(atmegy) = P(X =0vagy 1) = P(X=0)+P(X =1) =



@) (@)
(%) ()

A 90-es lotton kivalasztunk 5 szamot. Jeldlje X a talalataink
szamat. Ekkor N =90, M =5,n=5

pr=P(X = k) = ~*

Kisszamolhato:
Po = 07 7467 p1 = 0723a P2 = 07 022

ps = 0,0008, ps =0,00001, ps=2,3%1078



Geometriai eloszlas
Feladat: Egy kockaval addig dobunk, ameddig hatost nem
dobunk. Jeldlje X a dobasok szamat. Ekkor

P(X =3) = (2)2;

Altalaban legyen adva egy p valészinliségii esemény. Ekkor
kisérleteket végzink egészen addig, ameddig a p
valoszinliségli esemény bekdvetkezik. Jeldlje X a kisérletek
szamat. Ekkor

P(X = k)= (1-p)p.

Megmutathaté, hogy E(X) = 4



Poisson eloszlas

Tekintslk az n és p paraméter(i binomialis eloszlasu v.v.-t. Ha n
nagy és p = % akkor, ha k egy nem nagy szam

e ()3 (-2)” =%

Azt mondjuk, hogy az X v.v. A paraméter(i Poisson-eloszlast
kovet, ha

e\

P(X =k =e 7,

k=0,1,2,...
Ekkor E(X) = A

Poisson eloszlast akkor alkalmazunk, amikor a véletlen
jelenség sok kicsi valészinliségli eseménybdl tevodik 6ssze.



Példak:

1.
2.

N o ok w

Hany sajtéhiba van egy Gjsagban
Egy nagyvarosban azon emberek szama, akik megélik a
100 évet

Hany piros Suzuki megy at a Pet6fi hidon 6t perc alatt
Kapott spam-ek szama egy nap alatt

Foldrengések szama egy adott idd alatt

Magyarorszagra becsapddé meteorok szama egy év alatt
Sulyos balesetek egy nap alatt Budapesten



I
Példa: Egy évben atlag kétszer siklik ki a metré. Hatarozza

meg a kdvetkezd valoszinliségeket:
1. Egy évben 3-szor siklik ki a metrd
2. Egy évben nem siklik ki a metrd
3. Egy évben lesz kisiklas
4. Az elso felévben 2 kisiklas lesz

Megoldas: Jeldlje X, azt, hogy egy évben hanyszor siklik ki a
metr6. Ekkor X egy A = 2 paraméter( Poisson-eloszlasu v.v.,
ezeért

P(Egy évben haromszor siklik ki a metrd) = P(X = 3) =

o 23

e*ﬁ



P(Egy évben nem siklik ki a metrd) = P(X =0) =

20
—2 —2
* —! =€

P(Egy évben lesz kisiklas) = P(X >0) =1—-P(X =0) =
2

e

1—-e”

Jeldlje Y, hogy az elso félévben hany kisiklas lesz. Ekkor az
atlagos szam 1 lesz, ezért ez egy A = 1 paraméterd
Poisson-eloszlasu v.v. lesz. Igy

12

P(Az elst félévben 2 kisiklas lesz) = P(Y =2) = e " « 37



