Matematikai statisztika

Dr. Sandor Csaba

egyetemi docens, BME Sztochasztika Tanszék

Budapest, 2015 tavasz



1. Valészinliségszamitasi alapok

A val6szinliségszamitas targya véletlen tomegjelenségek
vizsalata.
Véletlennek mondunk egy jelenséget, ha a létrejottét
befolyasolé 6sszes tényez6t nem ismerjik, vagy ha a
befolyasold tényezok nagy szama miatt képtelenek vagyunk
azok mindegyikére tekintettel lenniink.
Toémegjelenségrol beszéliink, ha a jelenség bizonyos megadott
feltételek mellett sokszor (elméletileg végtelen sokszor)
megfigyelhetd.
Példak véletlen tomegjelenségre:
1. Egy szabalyos kockaval dobunk. A véletlen a dobas
eredménye.
2. A Duna vizallasa Vacnal.
3. Egy ora alatt hany auté megy at a Pet6fi hidon
4. Piros, sarga vagy zold most a lampa a Gellért téren a
Gellért hegy felé mend autdésoknak.




A valészinliségszamitas olyan véletlen tdémegjelenségekkel
foglalkozik, ahol a lehetséges kimenetelek szamok. Az ilyen
ilyen vélelen jelenséget val6szinliségi valtozonak hivjuk.
A véletlen jelenség megismerése torténhet absztrakt, elméleti
modon és kisérleteken keresztiil.
A véletlen jelenség lehetséges eredményei az események.
Azok az események, amik mar nem bonthatok tovabbi
eseményekre: elemi események.
Az elemi események dsszessége: eseménytér (Q)
Matematikailag egy esemény az eseménytér egy részhalmaza.
Példak:
1. Kockadobas:

1.1 Elemi események: 1,2,3,4,5,6

1.2 Esemenytér: {1,2,3,4,5,6}

1.3 Nem elemi események: paros szamot dobtam; haromnal

nagyobbat dobtam

2. Duna vizallasa Véacnal:
2.1 Eseménytér: R
2.2 Egy esemény: [2,10] intervallumba esik




Hany auté megy at a Petdfi hidon:
1. Elemi események: 0,1,2,3,...
2. Eseménytér: N
3. Esemény: 1000-nél kevesebb

Ha a véletlen jelenségeknél az elemi események szama véges
vagy megszamlalhatdéan végtelen, akkor diszkrét valészinliségi
valtozérol, mig ha az eseménytér egy intervallum vagy egy
félegyenes vagy minden valos szam, akkor folytonos
val6észinliségi valtozorol beszélink.

Példak:
1. Diszkrét: Kockadobas eredménye; hany auté megy at egy
oOra alatt a Petdfi hidon

2. Folytonos: A Duna vizéllasa Vacnal; RND: [0, 1]
intervallumban egyenletes eloszlas



1.1 Eseményekkel kapcsolatos fogalmak, miveletek

Biztos esemény: ami mindig bekdvetkezik

Lehetetlen esemény: ami sohasem kdvetkezik be

Legyen A és B két esemény egy véletlen jelenséggel
kapcsolatban.

Komplementer esemény: Az A esemény komplementere akkor

kdvetkezik be, ha az A esemény nem kdvetkezik be (A)

Események dsszege: Az A és B események 0sszege akkor
kovetkezik be, ha az A és B események kdzll legalabb az
egyik bekbvetkezik, azaz ha A vagy B esemény bekdvetkezik.
(A+ B)

Események szorzata: Az A és B eseméyek szorzata akkor
kovetkezik be, ha az A és B események mindegyike
bekdvetkezik, azaz ha A és B események bekdvetkeznek. (AB)



Kizaré események: Az A és B események kizaré események,
ha egyszerre nem kdvetkezhetnek be, azaz ha AB = ()

Példak:

1. Kockadobas: Legyen A: paros szam (azaz A = {2,4,6});
B: 3-nél kisebb szam (azaz B = {1,2}); C: 3-nal nagyobb
szam (azaz C = {4,5,6})

1.1 A={1,3,5} (azaz a paratlan szamok), B = {3,4,5,6},
C=1{1,2,3}

12 A+ B={1,2,4,6}, A+ C = {2,4,5,6},
B+ C=1{1,2,4,56}

1.3 AB= {2}, AC = {4,6}, BC =0

2. RND: Legyen A: RND € [0;0,5] és B: RND < [0, 3;0, 8]
2.1 A=]0,5;1], B = [0;0,3[U]0,8; 1]

22 A+ B=10;0,8], AB=0,3;0,5], AB =]0,5;0, 8]



1.2 Események valdszinlisége

Egy véletlen tbmegjelenség esetén egy A esemény
valészinliségét a kdvetkezdképpen értelmezzik: n-szer
elvégezzik a kisérletet €s megszamoljuk, hogy hanyszor
kdvetkezett be az esemény: k-szor.

k: az A esemény gyakorisaga
k . s e e
- az A esemeny relativ gyakorisaga

Az n novelésével azt tapasztaljuk, hogy a relativ gyakorisag

stabilizalédik, egy értékhez tart (azaz létezik a nlim E)' Az igy
— 00

kapott érték az A esemény valdszinlisége. Jeldlés: P(A)

Megjegyzések:
1. Mivel 0 < k < n,ezért 0 < X <1,igy 0 < P(A) < 1.

2. Ha A egy biztos esemény, akkor k = n, igy % =1, ezért
P(A) =1.



1. Ha A egy lehetetlen esemény, akkor kK = 0, igy % =0,
ezért P(A) = 0.

2. Ha az A esemény gyakorisaga k, akkor az A eseményé
n— K, igy az A relativ gyakonsaga , mig az A eseményé
”;nk =1 — ~. Innen azt kapjuk, hogy P(A) =1 — P(A).

3. AzA esemenynel jelolje ka azt, hogy az A esemény
hanyszor kovetkezett be és a B eseménynél kg, hogy a B
esemény hanyszor kdvetkezett be. Ekkor
kars = ka + kg — Kap, ezért kAT+B =% 1 ks _ k5 ghonnan
azt kapjuk, hogy P(A+ B) = P(A) + P(B) — P(AB)

4. Ha A és B kizar6 események, akkor kag = 0, ezért
’%B = 0, ami a P(AB) = 0 valoszinliséget adja. Innen az
el6z6 pont alapjan azt kapjuk, hogy

P(A+ B) = P(A) + P(B)



Peéldak:

1. Szabalyos kockaval dobéas: A: 6-ost dobok, B: paratlan
szamot dobok
1.1 P(A) = 1,
1.2 P(A) = P(1 2,3,4 vagy 5-6t dobok) 2(=1-P(A))
1.3 P(B) = P(1, 3 vagy 5-6t dobok) =
1.4 P(A+ B) = P(1,3,5 vagy 6-ot dobok) =z

2. Egy szabalyos pénzérmével kétszer dobok. Eseménytér:

{FF,FI IF,Il}. Legyen az A az, hogy dobunk fejet, a B
esemeény, hogy dobunk irast.

2.1 P(A) = P(FF, Flvagy IF) = §

2.2 P(B) = P(FI, IF vagy Il) = 2

2.3 P(A) = P(nem dobunk fejet) = P(Il) = 11

24 P(A+B) = (dobunkfejet vagy irast) =

2.5 P(AB) = P(dobunk fejet és irast is) = P(FI vagy IF) = 2



1. TekintsUk a kétgyerekes csaladokat. Eseménytér:
{FF,FL,LF LL}. Legyen az A az, hogy van fit a
csaladban, a B esemény, hogy van lany.

1.1 P(A) = P(FF, FL vagy LF) = 2

1.2 P(B) = P(FL, LF vagy LL) = %

1.3 P(A) = P(nincs fit) = P(LL) =

1.4 P(A+ B) = P(van vagy fiu vagy Iény) =1

1.5 P(AB) = P(van fiti és lany is) = P(FL vagy LF) = 2

2. Legyen RND a [0, 1]-en egyenletes eloszlasu
valoszinliségi valtoz6. Ekkor
21 P(RND < 1) =]

2.2 P(RND < [0,3;0,9]) = 0,6



1.3 Feltételes valésziniliség

Feladat: Hatarozza meg az A esemény valdszinliségét, feltéve,
hogy egy masik B esemény mar bekdvetkezett!

Tegyuk fel, hogy n kisérletet végeztiink. Ekkor jel6lje kg azon
kisérletek szamat, amikor a B esemény bekdvetkezett. Minket
csak ezek a kisérletek érdekelnek. Ezek koziil kyg azoknak a
szama, amikor az A esemény is bekdvetkezik. igy most a
relativ gyakorisag: 4. De

ﬁi%NP(AB)
ke k= = P(B)

Ez alapjan természetes a kdvetkez6 definicio:

Ha A és B olyan események, hogy P(B) # 0, akkor az A

esemény B feltétel melletti Un. feltételes valdszinliségét a %

képlettel értelmezzik. Jeldlés: P(A|B)




.
Példak:
1. Kockadobas: Legyen A: 6-0s, B: paros szam dobasa.

Ekkor

P(AB)  P(6-0s és paros)
P(B) P(paros) B

P(AIB) =

P(6—os)_ﬁ_1

P(paros) 3/6 3
2. Kétszer dobunk egy szabalyos pénzérmével. Legyen A:
dobunk fejet, B: dobunk irast. Ekkor

_ P(AB) _ P(fejet és irast is dobunk)
P(AIB) = P(B) P(irast dobunk) N

P(Flvagy IF) % 2

P(FI,IFvagy Il) 3/4 3




I
1. Legyen RND a [0, 1]-en egyenletes eloszlasu
valoszinliségi valtozo6. Legyen A: RND < 0,5 és B:
0,4 < RND < 0,7. Ekkor
P(AB) P(RND < 0,5és0,4 < RND <0,7)

P(AIB) = P(B) P(0,4 < RND < 0,7) -

P(0,4<RND<0,5 0,5-04 1
P(0,4<RND<0,7) 0,7-0,4 3

2. Egy gyarban két gépsoron készitett termékek napi
mindsitése az alabbiak szerint alakult:

1. gépsoron | 2. gépsoron | 6sszesen
l. osztaly 420 210 630
. osztaly 265 455 720
Osszesen 685 665 1350
Ekkor:

P(l. gépsor|l. osztaly) = 420

P(l. osztaly|l. gépsor) = 420 = 530

685’



1.4 Flggetlen események
Az A és B események fliggetlenek, ha P(A|B) = P(A).

Ez azt jelenti, hogy
P(A)= ——=- < P(AB)= P(A)P(B)

Példak:
1. Kétszer dobok egy szabalyos pénzérmével: A: els6 dobas
fej, B: masodik dobas iras. Ekkor

P(A) = P(FF vagy FI) = %, P(B) = P(Flvagy Il) = %,

ezért
P(AB) = P(FI) = % = P(A)P(B),

tehat A és B események fliggetlenek.



I
1. RND: A: AND < 0,5 és B: 0,4 < RND < 0, 6. Ekkor

P(A)=0,5 P(B)=0,2
tovabba
P(AB) = P(RND < 0,5 és 0,4 < RND < 0,6) =

P(0,4 < RAND < 0,5) = 0,1 = P(A)P(B),

tehat A és B események fliggetlenek.

2. Kockaval dobunk: A: parosat, B: 3-nal nagyobbat dobunk.
Ekkor

és
P(AB) = P(4 vagy 6) = ¢ # P(A)P(B),

tehat A és B események nem fliggetlenek.



1.5 Teljes valoszinliség tétel, Bayes-tétel

A By, B,,...,B, események teljes eseményrendszert alkotnak,
ha egy kisérlet soran pontosan az egyik kévetkezik be, azaz
formalisan

Bi+Bo+---+B,=Q
és
BiBi=0 ha i+#j

Feladat: Szamitsuk ki a P(A) valészinliséget a P(A|B))
feltételes és P(B;) valdszinliségek ismeretében!

P(A) = P(AQ) = P(A(B1+Bz+...Bp)) = P(AB1+ABo+- - -+ABy) =
P(ABy) + P(ABz) + - -- + P(ABp)

Tudjuk, hogy P(A|B;) = S0P, ezért P(AB)) = P(A|B)P(8B)),
innen kapjuk a Teljes valdszinliség tételt:

P(A) = P(A[B1)P(B1) + P(A|B2)P(Bz) + - - - + P(A|Bn) P(Bn)




Feladat: Fejezzik ki a P(B;|A) feltételes valoszinliséget a
P(A|B)) feltételes és P(B;) valoszinliségek ismeretében!

p(Bja) — PBA) F(,f/’\‘)‘) _
P(A|B)P(B))

P(A|B1)P(B1) + P(A|B2)P(B2) + - - - + P(A|Bn)P(Bn)’
amit Bayes-tételnek hivunk.



Feladat: Egy gyarban minden hétkéznap reggeli, napkézbeni
és esti miiszak dolgozik. A reggeli miszak késziti az aznapi
termelés 25%-at, a napk6zbeni a 40%-at, az esti a 35%-at. A
reggeli miiszak 3%-ban, a napkdzbeni 4%-ban, az esti 2%-ban
készit selejtet. Egy nap végeén az ellendrzés soran
véletlenszerlien kivalasztanak egy terméket az aznapi
termelésbdl. Hatarozza meg, hogy

1. annak a valdszinliséget, hogy selejtest valasztottak ki

2. ha selejtest valasztottak ki, akkor mi a valészinlisége, hogy
a reggeli miiszak készitette?

Megoldas: Legyen A: selejteset valasztottak ki, By: reggeli, Bs:
napkdzbeni, Bs: esti miiszakét valasztottak ki. Ekkor

P(A|B;) = 0,03, P(A|B,)=0,04, P(A|Bs)=0,02

P(B1) =0,25, P(BZ) = 034, P(B3) =0,35

ezért



P(selejt) = P(A) = P(A|By)P(By)+P(A|B2) P(B2)+P(A|B) P(Bs) =

0,25+0,03+ 0,4 0,04 +0,35% 0,02
: P(A|B1)P(B)
P = P —
(reggel|selejt) = P(By|A) P(A)
0,25%0,03
0,25%0,03+ 0,4 «0,04 +0,35% 0,02




Feladat: Magyarorszagon minden tizezredik lakos HIV
fertdzott. A fertdzottség kiszlirésére AIDS-tesztet hasznalnak,
ami az esetek kis szazalékaban téved. Konkrétan az
egészséges emberek 1%-aban pozitiv, mig a fert6zotteknél
1,5%-aban negativ. Jancsi Bacsi tesztja sajnos pozitiv. Mi a
valészinlisége, hogy Jancsi Bacsi tényleg fert6zott?

Megoldas: A: Jancsi Bacsi tesztje pozitiv

B, : Jancsi Bacsi HIV fertdzott

B.: Jancsi Bacsi nem HIV fert6zott

Ekkor P(B;) = 0,0001, P(B,) = 0,9999 és

P(A|B;) =1 —0,015 = 0,985, P(A|B) = 0,01. Ezért

P(A|B1)P(B1)
(A|B1)P(B1) + P(A|B2) P(B2)

P(fertdz6tt|teszt pozitiv) = P(B1|A) = B

0,985 % 0,0001

0,985+ 0,0001 + 0,01 0,9999 ~ O 0097°




