MATEMATIKA A2 VIZSGA, ELMELETI KERDESEK ES VALASZOK NANAI ZSOMBOR RICHARD

MATEMATIKA A2 VIZSGA, ELMELETI KERDESEK ES VALASZOK:

1.

(a) Definidlja a Y. a,, végtelen sor konvergencidjat!
(b) Adjon sziikséges feltételt arra, hogy ). a,, végtelen sor konvergens legyen!

. A Y a, végtelen sor n-edik részletosszege: s, = a; +a, + -+ a,. Ha a részletdsszegek

szorzata az L szamhoz konvergal, azaz lim s, = L, akkor azt mondjuk, hogy a } a,
n—-»>oo

végtelen sor konvergens és 0sszege L. Egyébként a végtelen sort divergensnek mondjuk.

. Az egyetlen sziikséges feltétel az: ha a ), a, végtelen sor konvergens, akkor lim a,, = 0.

n—-oo

(@) Mondja ki a pozitiv tagu Y, a,, végtelen sorra vonatkozé hdnyadoskritériumot!
(b) Mondja ki a pozitiv tagu Y. a,, végtelen sorra vonatkozo gydkkritériumot!

. Legyen ), a,, csupa pozitiv taghdl allo végtelen sor. Tegyiik fel, hogy lim Int1 _ p-

n—oo an

Ekkor:
1. hap < 1, akkor }; a,, konvergens;
2. hap > 1, akkor Y a,, divergens;
3. ha p =1, akkor a kritérium nem alkalmazhaté.

. Legyen ). a,, csupa pozitiv taghdl allé végtelen sor. Tegylk fel, hogy lim %/a, = p.
n—-o0o

Ekkor:
1. ha p < 1, akkor Y; a,, konvergens;
2. hap > 1, akkor ) a,, divergens;
3. ha p =1, akkor a kritérium nem alkalmazhaté.

Mondja ki az alterndlo sorokra vonatkozd Leibniz-tételt!

Legyenek a, > 0. Ekkor az ay —a, + az — a, + — valtakozo el8jelli végtelen sort
alternald sornak mondjuk. A fenti alternald sor konvergens, ha a,, monoton csokkend és
lim a,, = 0.

n—-oo

(a) Definidlja a Y. f,,(x) fiiggvénysort!

(b) Definidlja a Y. f,,(x) fiiggvénysor konvergenciatartomdnydt!

. Legyenek f,,(x), n = 1,2, ... olyan fuggvények, amelyek kozos értelmezési tartomanya 1.

Ekkor a bel6lik képzett fuggvénysoron az fi(x) + fo(x) + -+ f,,(x) + ... kifejezést
értjuk, ahol x € I.

Egy konkrét x, € I értéket behelyettesitve a kovetkezd végtelen sort kapjuk: f;(xo) +
fo(xo) + -+ + f,,(x) +... Ez vagy konvergens, vagy divergens.

. Azon x, € I szamok halmazat, amelyekre f;(xo) + fo(xo) + -+ + f(xo) +... konvergens

sor, az fi(x)+ fo(x)+ -+ f(x) +.. fuggvénysor konvergenciatartomanyanak
mondjuk.

Definidlja a ) a,, (x — a)™ hatvanysor konvergenciasugarat és mondja ki hogyan lehet
ennek segitségével kiszamitani a konvergenciatartomanyt!

Y=o An (x — a)™ hatvanysor konvergenciatartomanya a kovetkez6képpen nézhet ki:
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1. Létezik R > 0, hogy ha |x —a| <R, akkor konvergens a hatvanysor, mig, ha
|x —a| > R, akkor konvergens. Kilon kell meggondolni az x = a + R szamok
esetén a konvergenciat; eszerint a konvergenciatartomany egy nyilt vagy félig nyilt,
félig zart, vagy egy zart intervallum lehet.

2. Asorcsak az x = a esetén konvergens, egyébként divergens.

3. Asor minden valds szam esetén konvergens.

. , 17 . s s s . . n
A fenti tételben szereplé R-et konvergenciasugarnak hivjuk. Ha létezik a rlll_r)go Vianl
hatarérték, akkor a konvergenciasugarat konnyld meghatarozni:

1. Halétezika 0 < lim 77— | < oo hatarérték, akkor R = lim 77— L

Tl
n-o +/lan n-oo Ianl
2. Ha lim /== = 0, akkor a konvergenciatartomany a valds szdmok halmaza.
n—)OO n
1 . , .
3. Ha lim T = oo, akkor a konvergenciatartomany az {a}, azaz a hatvanysor csak
n—oo an

Xx = a esetén konvergens.

(a) Definidlja az f (x) fliggvény x = a helyén vett Taylor sordt!
(b) Adjon sziikséges feltételt arra, hogy az f(x) fliggvény Taylor-sora az f(x) figgvényt
dllitsa elé!

. Legyen f(x) egy olyan flggvény, amelyik végtelen sokszor differencialhaté egy olyan

intervallumban, amelynek belsé pontja a. Az f (x) fliggvény altal generalt Taylor-soraz x =
a helyen:

Z?=of(k,z!(a) x—a)f=fl@+f(@kx—-a)+ fnz(!a)( —a)? 4 4L (a)( —a)"+

: Ha létezik M konstans, amellyel x és a kdzotti valamennyi t esetén |f("+1) (t)| < M, akkor

|x_a|n+1
(n+1)!
egyenl@séget. Amennyiben ez a feltétel teljestl minden n-re, akkor f (x) Taylor-sora f(x)-

a Taylor-tételben szerepl6 R,(x) maradéktag kielégiti az |R,(x)| <M

et allitja eld.
Definidlja az f(x) 2 szerint periodikus fliggvény Fourier-sorat!
A 2m szerint periodikus f(x) Fourier-sora: ag + Y.p=q(ay cos kx + by sinkx), ahol

ap = % foznf(x)dx, ay = %foznf(x) cos kxdx

(a) Definidlja az elGjeles aldetermindns fogalmat!
(b) Mondja ki a Kifejtési tételt!

: Az el6jeles aldeterminans fogalmanak definicigja: C;; = (—1)"*/ M;;.

: Legyen A = (a;j)nxn, jelOljie C;j az eléjeles aldeterminansokat. Ekkor minden 1 <i<n

esetén: detd = a;1Ciy + a;Cip + -+ a;Cyy,  és minden 1<j<n esetén:
detA = ay;Cj + ap;Cyj + -+ + ay;Cy.

Az elsé képlet hasznalatdnal azt mondjuk, hogy az i-edik sor szerint fejtjik ki a
determinanst, mig a masodik képletet haszndlva a széhaszndlat az,
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(a):

11.

12.

hogy a j-edik oszlop szerint fejtjuk ki. Mindig olyan sor vagy oszlop szerint érdemes
kifejteni, amelyik a lehetd legtdbb O-t tartalmazza, mert igy a lehetd legtobb olyan szorzat
lesz, ahol az egyik tényezé 0, tehat ezeket le sem kell irni.

(a) Definiédlja az A € R™ ™ matrix inverzét!
(b) A determinans fogalmat haszndlva adjon sziikséges és elégséges feltételt arra, hogy az
A € R™™ matrix invertalhaté legyen!

Az A = (a;j)nxn matrixot invertalhatonak mondjuk, ha létezik X = (x;j)nxn mMatrix,
amelyre XA = AX = I,. [Jelolés: A71]
Megjegyzések:
1. Legfeljebb egy inverz létezhet, mert ha X; és X, inverzei A-nak, akkor:
X = LX, = (Xo4)X: = X,(4X) = X,.
2. Megmutathato, hogy elég csak az AX = I, és XA = [, feltételek kozul az egyiket
kikotni, ez mar maga utan vonja a masik tejestlését.
3. Nem négyzetes matrixnak nem értelmezzik az inverzét.

: Egy A = (@jj)nxn Matrix akkor és csak akkor invertdlhatod, ha det A # 0.

(a) Definialja a V vektortérben a bazis fogalmat!
(b) Definialja a V vektortérbeli b4, ..., b,, bazis esetén a v € V vektortér koordinatait!

: AV vektortérben a by, by,..., b, vektorok bazist (B) alkotnak, ha minden v € V vektor

egyértelm(en irhatéo v = a1 by + ayb, + -+ + a, by, alakban, ahol a; € R.

: Ha a véges dimenzidés V vektortér egy bazisa B = {gl,...,gn} akkor a v € V vektor

241

koordindtéja: | %1 |, hav = ayby + - + apby,. Uelolés: (v)4]

tn
(a) Definialja a V vektortérben a linearis fliggetlenség és generatorrendszer fogalmakat!
(b) Adjon sziikséges és elégséges feltételt a bazis tulajdonsagdra a linearis fliggetlenség

és generatorrendszer fogalmat hasznalva!

DA {21,22, ,yk} € V vektorokat linedrisan fliggetlennek nevezzik, ha a A,v; + 4,0, +

o+ A = 0 egyenlet csak a trividlis Ay = A, = --- = 4, = 0 esetben teljesdl.
A V vektortérnek a 91,92, -, 9m €V vektorok generatorrendszere (G), ha

lin {gl,gz, ...,gm} =V, azaz minden v €V vektor v = a191 + azg; + 0+ AnGm

alakba irhatd.

: Legyen V egy vektortér. AB = {QI,QZ, ...,Qn}, b; € V akkor és csak akkor bazisa V-nek, ha:

1. B linearisan flggetlen
2. B generdatorrendszere V-nek.

(@) Mit mondhatunk két V-beli bazis elemszamaral?
(b) Definialja a V vektortér dimenzigjat!
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(a):

(b):

13.

15.

16.

Ha a veges dimenzids vektortérnek By = {21, ,yn} és B, = {gl, ...,gm} bazisai, akkor
n=m.

Ha V egy véges dimenzids vektortér, akkor az egy bazisban lévé vektorok szamat a
vektortér dimenzidjanak mondjuk. [Jel6lés: dim V]

(@) Mikor mondjuk, hogy a V skaldrszorzatos vektortérben az u és v vektorok
ortogonalisak?
(b) Definialja az ortonormalt bazis fogalmat!

: Egy V skalarszorzatos vektortérben az u, v vektorok ortogonalisak, ha < u,v >= 0.

:Ha a B ={21,Q2,...,Qn} bazis olyan, hogy a benne szereplé vektorok paronként

ortogonalisak és minden benne szerepl§ vektorra ||Ql|| = 1, akkor B-t ortonormalt
bazisnak (ONB) hivjuk.

(a) Definidlja az f(x, y) fuggvény (xq, Yo)-ban vett x-szerinti parcialis derivaltjat!
(b) Mi a geometriai jelentése a fenti parcialis derivaltnak?

Az f(x,y) fuggvény (xo,¥9) pontjdban vett x-szerinti parcidlis derivaltja:

lim f(x,y0)=f (X0,50) — lim f(xo"'Ax:YO)—f(xo,)’o). [
X—Xq X—=Xo Ax—0 Ax

x-szerinti parcialis derivaltat ugy szamoljuk, hogy y-t konstansnak tekintjuk és x-szerint
derivalunk, az egyvaltozdés fuggvényeknél megszokott szabalyok szerint.

.0 /
Jelolés: é(xo,yo), vagy f x(xo'}’o)]- Az

. Legyen az f(x,y) fuggvény egy belsd pontja (xq, Vo). Tekintsik az xy sikban [évé y = y,

egyenesnek az értelmezési tartomanyba esé részét. Ennek a képe a fellleten 1év§ gorbe,
mely az {(x, xq,2) : x,z €} sikban vannak. Ennek a gorbének az (x,,yo) pontban vett
érintéjének meredekségét értelmezhetjik a fenti parcidlis derivalt segitségével.

(a) Definialja az f(x, y) figgvény gradiensét!
(b) Mi a geometriai jelentése a gradiensnek?

. Tegyuk fel, hogy az f (x, y) fuggvény mindkét parcidlis derivaltja létezik az (xq, yo) pontban

Ekkor a gradf = (f’x,f’y) vektort gradiensvektornak hivjuk. [Masik jelolése: V]

. A fenti gradienst segitségul hivhatjuk ahhoz, hogy meghatarozzuk, hogy melyik iranyba

kapjuk a legnagyobb irdnymenti derivdltat, azaz, hogy megkapjuk merre emelkedik
legjobban a felllet. Jeldlje y a gradf és a v vektorok kdzotti szoget. Ekkor a skaldrszorzat

definicidja szerint: % = |gradf||v| cosy = |gradf| cosy, ami akkor maximélis, ha y =
0, azaz, ha v a gradf iranyaba mutaté egységvektor. Hasonldan kapjuk, hogy a legkisebb

iranymenti derivalt —gradf iranyaba mutat.

(a) Definidlja az f(x, y) fuggvény lokalis szélséértékét!
(b) Hogyan lehet meghatarozni az f(x, y) figgvény lokalis szélsGértékeit?

: Az f(x,y) fuggvény egy (x, y,) belsé pontjaban lokdlis minimuma (/maximuma) van, ha

létezik egy olyan (x,, yo)-t tartalmazo kis kor, hogy minden abban 1évé (x, y) pont esetén

fOoy) = f(xo,¥0) (/f(,¥) < (x0,¥0))-
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(b):

17.

18.

Megjegyzés:
Ha egy (xo, ¥o) pontban szélsGérték van és ott |étezik érintésik, akkor ott az vizszintes, ami
azt jelenti, hogy f(xo,¥0) = 0, f,,(x0,¥0) =0

A lokalis szélsGértékek megkeresése két 1épésbdl all f(x,y) mindenhol legaldbb kétszer
parcialisan differencialhato figgvények esetén:

1. Megkeressik a  kritikus  pontokat az  fi(%9,¥0) =0, f,(x0,¥0) =0

egyenletrendszer megolddsaval. igy kapjuk a Py (x1, ¥1), Po(X2, V2), o) Py (X, Vi)

pontokat.
2. Felirjuk az un. Hesse-determinanst: H =[ S ,,xy] és megvizsgdljuk a P;
[ xy vy
pontokban.

A fenti vizsgdlatok elvégzése utan, ha:

1. H(x;,y;) > 0, akkor:1. f",(x;, i) > 0 esetén lokalis minimuma van P;-ben.
. f" e (%1, ¥i) < 0 esetén lokdlis maximuma van P;-ben.

2. H(x;,y;) <0, akkor nincs szélséérték, un. nyeregpont van.

3. H(x;,y;) = 0, akkor tovabbi vizsgalatra van szlkség.

(a) Definidlja az f(x, y) figgvény kett8s integraljat a D tartomanyon!
(b) Mi a fenti kettds integral geometriai jelentése?

. Legyen f(x,y) egy D c R? korlatos tartomanyon értelmezett figgvény. Ekkor Ax; = x; —
X;_1 és Ay; = y; — y;_, esetén létezik a Llim Zi,jf(fij,nij) AA;j hatérérték,
max{Ax;, Ay;}-0

akkor ezt f(x,y) kett6s integralnak mondjuk. [Jelolés: [f f(x,y)dA vagy
I, f(x,y) dxdy]

(b): A fenti kett8s integral geometriai vonatkozdsai:
1. Ha f(x,y) > 0 folytonos fuggvény, akkor ffo(x, y) dA az f(x,y) felllet és az xy
sik kozott taldlhato rész térfogatat szamolja ki.
2. Ha f(x,y) folytonos fliggvény D-ben, akkor ffo(x,y) dA az f(x,y) fuggvény
el6jeles térfogatat szamolja ki, azaz az f(x,y) > 0 rész térfogatabdl kivonja az
f(x,y) < 0rész térfogatat.

(a) Definidlja az f(x, y, z) fuggvény hdrmas integraljat a D tartomanyon!
(b) Mi a fenti harmas integral fizikai jelentése pozitiv fliggvény esetén?
: Az f(x,y,z) flggvény hdrmas integrdlhaté a D € R3 tartomanyon, ha létezik a
il Yiji f Cijio Mijio 8ijk) AV hatarérték. [Jeldlés: [[f f(x,y,2)dV, vagy
max{Ax;,Ay Az }—0

M, £ Cx.y, z)dxdydz)

: Ha f(x,y,2)dV = 0, akkor fffo(x, y,z)dV a D test tdémegét szdmolja ki, ahol f(x,y, z)
a test slirlségét jelenti.



