Matematika A2

9. feladatsor megoldésa

1. Az A n X n-es métrix hasonl6 a B n x n-es matrixhoz, ha létezik egy P invertalhaté matrix, hogy

(a)

(b)

()

B =P~'AP. Jelolés: A ~ B. Bizonyitsa, be, hogy

A~B=B~A
A bizonyitds a definici6 alapjéan torténik. A ~ B, azaz létezik egy P invertdlhaté matrix, hogy
B = P~ 'AP. Ezt a kifejezést atalakithatjuk. Jobbrél szorzunk a P! maétrixszal, mig balrél
szorzunk a P matrixszal. Igy a kovetkez6t kapjuk:

A=PAP ' =B=(P ") 4P

Azaz ebben az esetben a P! lesz az a bizonyos invertalhaté matrix, ami létezik.

A~A
Keresniink kell egy P invertalhato matrixot,amire teljesiil a definicio. Ezen hasonlosag belatasahoz
a P = I matrix lesz a megfeleld. Igy ezzel teljesiilni fog a definicio ésa fenti tulajdonsag.

A~Bés B~C= A~ C A bizonyits itt is a definicio segitségével torténik. A ~ B, azaz létezik
egy P invertalhat6 méatrix, hogy B = P~1AP. Emellett B ~ C, azaz létezik egy @) invertalhato
matrix, hogy C = Q'BQ. Ezt a masodik kifejezést alakitsuk at egy kicsit. Jobbrél szorzunk
a Qf‘l matrixszal, mig balrél szorzunk a ) métrixszal. Igy a kovetkez6t kapjuk: B = QCQR~.
Hely?tesitsﬁk be ez utébb kapott kifejezés? az elsébe. Igy:

A=PQCQ'P ' =(PQ)ICPQ)!

2. Mely A n x n-es matrixokra teljesiil, hogy A ~ I, (I,, az egységmatrixot jeloli).

3. Bizonyitsa be, hogy adott matrix esetén egy sajatértékhez tertozo sajatvektorok alteret alkotnak!

4. Bizonyitsa be, hogy két kiillonbo6z6 sajatértékhez tartozéd sajatvektor 6sszege nem sajatvektor!

5. Hatérozza meg az alabbi matrixok (valos) sajatértékeit, sajatvektorait!
A feladat részletes megoldasat csak az els6 esetben részletezem. A megoldas modszere a tovabbi részfe-
ladatokban is ugyanaz lenne, de ott csak a végeredményt irom le.

(a)

[5S

13 0
T8 -1
A matrix sajatértékének kiszamitasihoz elGszor is meg kell hataroznunk a karakterisztikus poli-

nomot. Azaz
3—A 0
det(A— X)) = 3 _1_2 =B=-N(-1-X)

A matrix sajatértékei a karkaterisztikus polinom gyokei. Azaz ezen matrix esetében a sajatértékek:
)\1 = 3; )\2 = —1.



A sajatvektorok meghatarozasa a kovetkezéek alapjan torténik: (A — A)v =0
A1 = 3 sajatértékhez tartozo sajatvektor:

4 0 V1 o 0

8 0 ve )\ 0
Ezt a fenti egyenlerendszert kell megoldani. Azt kapjuk megoldéasként, hogy 4v; = 0, azaz v1 = 0,
vy értéke pedig tetszéleges.

Tehat ezen sajatértékhez tartozd sajatvektor: ( (1) )

Ao = —1 sajatértékhez tartozéd sajatvektor:

0 0 v\ _ (0
8 —4 vo )\ 0
Ezt a fenti egyenlerendszert kell megoldani. Azt kapjuk megoldasként, hogy 8v, = 4v,, azaz

2’01 = V3.

Tehét ezen sajatértékhez tartozo sajatvektor: ( ; )

10 -9
a=1 % 5]

Karakterisztikus polinom:

10-A -9

det(A)\I)—‘ o

’—(10)\)(2>\)+36—...—(/\4)2

A matrixnak tehat egy sajatértéke van, amely kétszeres. A sajatérték: Ay = Ao = 4.
A sajatvektorok meghatéarozasa:

6 —9 v\ _ (0

4 —6 vg )\ 0

Ezt a fenti egyenlerendszert kell megoldani, és ennek két egymastol kiilonbézé megoldasat megk-
eresni.

Tehét ezen sajatértékhez tartozo sajatvektor: < g )

0 3
4=14 0
A karakterisztikus polinom:
_ A 3Ly
det(A—)\I)—‘ 4 _)\‘—)\ —12

A maétrix sajatértékei a karkaterisztikus polinom gyokei. Azaz ezen matrix esetében a sajatértékek:

)\1 = 2\/§; )\2 = —2\/3.

A =243 sajatértékhez tartozd sajatvektor: ( 9

&N

o = —2/3 sajatértékhez tartozo sajatvektor: (

2
-2 =7
4= 1 2
A karakterisztikus polinom:
det(A—)\I):’ _2_? 2__; ‘:(—2—)\)(2—)\)+7:...:)\2+3,



(f)

tehét nincs valds sajatérték.

0 0
2=l g
Karakterisztikus polinom:
det(A —\I) = ‘ B
A matrixnak tehat egy sajatértéke van, amely kétszeres. A sajatérték: A\; = Ay = 0.

A sajatvektorok meghatéarozasa estén azt tapsztaljuk hogy vy, vo egyarant szabadon megvélaszthato
Jigy csak két fliggetlen megoldast kell keresniink.

Tehét ezen sajatértékhez tartozo sajatvektorok: < (1) > és < 0 >

1
10
4=10 1
Karakterisztikus polinom:
| 1I=A 0] 9
det(A)\I)‘ 0 1_)\‘(1)\)

A matrixnak tehat egy sajatértéke van, amely kétszeres. A sajatérték: Ay = Ao = 1.
A sajatvektorok meghatarozasa esetén két fiiggetlen megoldast kell keresniink.

Tehét ezen sajatértékhez tartozo sajatvektorok: < (1) > és < (1) >

6. Hatarozza meg az alabbi marixok (valos) sajatértékeit, sajatvektorait!
Itt is az el6z6 feladathoz hasonloan jarok el. Azaz a feladat megoldasat csak az elsé esetben részletezem.
A megoldas modszere a tovabbi részfeladatokban is ugyanaz lenne, de ott csak a végeredményt irom

le.

A matrix sajatértékének kiszamitasahoz elészor is meg kell hataaroznunk a karakterisztikus poli-
nomot. Azaz

4- ) 0
det(A—X)=| -2 1-2A
0

1
0|=...= —6+11A—6)2+ \°
-2 A

1—

A matrix sajatértékei a karkaterisztikus polinom gyokei. A gytkoket ilyen esetben probalgatés-
sal (1,2,-1,-2 gyokok-e)vagy azonos atalakitassal célszerti megkeresni. Ezen matrix esetében a
sajatértékek: \; =1; Ay =2 A3 =3.

A sajatvektorok meghatéarozéasa a kovetkezGek alapjan torténik: (A — Al)v =0

A1 = 1 sajatértékhez tartozo sajatvektor:

3 01 V1 0
-2 0 0 v | =10
-2 0 0 V3 0

Ezt a fenti egyenlerendszert kell megoldani. Azt kapjuk megoldéasként, hogy 3v;+v3 = 0, —2v; = 0,
azaz v1 = 0, v3 = 0 vy értéke pedig tetszsleges.



Tehét ezen sajatértékhez tartozo sajatvektor: 1
0
Ao = 2 sajatértékhez tartozo sajatvektor:
2 0 1 vy 0
-2 -1 0 vo | =10
-2 0 -1 U3 0
Ezt a fenti egyenlerendszert kell megoldani. Azt kapjuk megoldasként, hogy 2v; +v3 = 0, —2v; —
vy =0, —2v; —v3 =0, azaz vy = —2v1, vy = —2v; .
-1
Tehét ezen sajatértékhez tartozo sajatvektor: 2
2

A3 = 3 sajatértékhez tartozo sajatvektor:

1 0 1 (% 0
-2 =2 0 V2 = 0
-2 0 -2 vs 0

Ezt a fenti egyenlerendszert kell megoldani. Azt kapjuk megoldasként, hogy v1 + v3 = 0, —2v; —
2v9 = 0, —2v1 — 2v3, azaz v, = —v3, V1 = Va.

-1
Tehét ezen sajatértékhez tartozo sajatvektor: 1
1
3 0 -5
B = % -1 0 | A karakterisztikus polinom:
1 1 =2
3—A 0 -5
det(B — ) = Io—1-2 0|=...= =22+
1 1 —-2-A

A matrix sajatértékei a karkaterisztikus polinom gyokei. A sajatértékek: Ay = 0; Ao = V2\3 =

—V/2.

A1 = 0 sajatértékhez tartozo sajatvektor:

5
1
3
-5
V2-3
o = V/2 sajatértékhez tartozo sajatvektor: ( 3+v2

7(V2+1)
1
-5
- At arta 4 ani4 . 3—1/2
A3 = 2 sajatértékhez tartozo sajatvektor: VA
1
-2 0 1
C=1] -6 -2 0 | A karakterisztikus polinom:
19 5 —4
—2—A 0 1
det(C — \) = —6 —2—-X\ 0 |=...=8+A+8\+ )\
19 5 —4—-A



(d)

A matrix sajatértékei a karkaterisztikus polinom gyokei. A valos sajatérték: Ay = —8.
(Itt is vannak komplex sajatértékek. FElirom a hozzajuk tartozd sajatvektorokat, de a feladat
csak a valos sajatértékek és sajatvektorok kiszamolasat kéri. Igy ezt nem sziikséges megtenni.)

-1

A1 = —8 sajatértékhez tartozd sajatvektor: -1

6
-1 0 1

D=1 -1 3 0 | A karakterisztikus polinom:
-4 13 -1
—-1-A 0 1
det(D — \I) = -1 3-X 0]=...==2- X=X+ )

—4 13 —-1-2AX

A maétrix sajatértékei a karkaterisztikus polinom gyokei. A valds sajatérték: A; = 2.

1
A1 = 2 sajatértékhez tartozo sajatvektor: 1
3
5 0 1
E= 1 1 0 | A karakterisztikus polinom:
-7 10
5—A 0 1
det(E — \I) = I 1-X 0|=...=-8+12Xx—-6X% + )3
-7 1 =

A matrix sajatértékei a karkaterisztikus polinom gyokei. A sajatértékek: \;y = Ao = A3 = 2.

A = 2 sajatértékhez tobb fiiggetlen sajatvektort kell keresniink. Mi most két fiiggetlen sajatvektort
taldlunk majd.

—1
Ez: -1
3
5 6 2
F=10 -1 -8 | A karakterisztikus polinom:
1 0 -2
5—A 6 2
det(F — \I) = 0 —1-2X 8 | =...=36— 150 —2\2 + \3
1 0 —2—X
A métrix sajatértékei a karkaterisztikus polinom gyokei. A sajatértékek: \y = —4; Ao = A3 = 3.

A1 = —4 sajatértékhez tartozé sajatvektor:

—6
8
3
5
Ao = A3 = 3 sajatértékhez tartozo sajatvektor: -2 .
1



7. Dontsiik el, hogy az A diagonalizalhato-e! Ha igen, akkor keressiik meg azt az P métrixot, amely di-
agonalizalja az A-t, majd hatarozzuk meg a P~!AP-t; adjuk meg A" matrixot!
A megadott matrix akkor lesz diagonalizalhato, ha létezik neki 2 vagy 3 kiilonb6z6 sajatértéke. amenny-
iben diagonalizalhato lesz, igy megkeressiik az adott sajatértékekhez tartozé sajatvektorokat, és ebbdl
fog allni a hasonlosagi méatrix. Mivel a hasonlosagi méatrixnak sziikségiink van az inverzére is, azért
célszert a megkapott sajatvektorokat normalni, mivel egy ortogonalis lesz P és egyszerti lesz invertélni.

14 12
(@) A=1 o5 17

Karakterisztikus polinom:

=...=X2-3\+2

det(A — \I) :’ —l-A 12 ’

—20 17-—X
A matrix sajatértékei: A\; = 1, Ao = 2.

A sajatvektorok meghatarozasa:

A1 = 1 sajatértékhez tartozo sajatvektor: < g )

3

4

A fent leirtaknak megfelelGen tehat a P hasonlosagi matrix a kovetkezs:
|4 3

|5 4

Ennek kell kiszamolnunk az inverzét. Ezt 2x2-es esetben elég konnyen megtehetjiik:

4 [ 4 -3
2= (5 )

Most még a P~1AP szorzat értékének meghatarozasa van hatra. Ha jol dolgoztunk, akkor egy
diagonalis matrixot kapunk, aminek féatlojaban a sajatértékek allnak.

D:P‘lAP:<1 O)

Ao = 2 sajatértékhez tartozo sajatvektor:

I~

0 2

10 _ 10p-1 [ —15344 12276
AT =PDTF (—20460 16369

1 0
B B=1¢ _

Karakterisztikus polinom:

=1+ A2

det(B—)\I):‘l_/\ 0’:...

6 —1-—2X
A matrix sajatértékei: A\; = 1, o = —1.

A sajatvektorok meghatarozasa:

A1 = 1 sajatértékhez tartozo sajatvektor: < é )

0

1

A fent leirtaknak megfelelGen tehat a P hasonlosagi matrix a kdvetkezd:

-[5 1]

Ao = —1 sajatértékhez tartozd sajatvektor:

I~



Ennek kell kiszamolnunk az inverzét. Ezt 2x2-es esetben elég konnyen megtehetjiik:

[ 10
(1)

Most még a P~1AP szorzat értékének meghatarozasa van hatra. Ha jol dolgoztunk, akkor egy
diagonalis méatrixot kapunk, aminek f6atlojaban a sajatértékek allnak.

Cpaup (10
D=P AP_(O_1>

10 _ wp-1_ (10
A" =PD™P _<O 1

1 00
C=]10 11
0 1 1
Karakterisztikus polinom:
1—A 0 0
det(C — M) = 0 1—-2X L|=...=X=3)+2)
0 1 1-2A
A matrix sajatértékei: Ay = 1, Ao =2, A3 = 0.
A sajatvektorok meghatarozasa:
1
A1 = 1 sajatértékhez tartozo sajatvektor: 0 ].
0
0
Ao = 2 sajatértékhez tartozo sajatvektor: 1.
1
0
A3 = 0 sajatértékhez tartozo sajatvektor: -1
1
A fent leirtaknak megfelelGen tehat a P hasonlosiagi matrix a kovetkezd:
1 0 O
P=101 -1
0 1 1
Ennek kell kiszamolnunk az inverzét.
1 0 0
pl= 0 1 1
=10 171
2 2

Most még a P~!AP szorzat értékének meghatarozasa van hatra. Ha jol dolgoztunk, akkor egy
diagonalis matrixot kapunk, aminek f6atlojaban a sajatértékek allnak.

1 00
D=P'AP= 0 2 0
000
1 0 0
A = ppOp-t—| 0 512 512
0 512 512



-1 4 -2

A D=| -3 4 0
-3 1 3
Karakterisztikus polinom:
. Y 4 =2
det(D — \) = -3 4-) 0|=...=X =6\ +11A -6
-3 1 3-X

A matrix sajatértékei: Ay = 1, o = 2, A3 = 3.
A sajatvektorok meghatarozasa:

1
A1 = 1 sajatértékhez tartozo sajatvektor: 1
1
2
Ao = 2 sajatértékhez tartozo sajatvektor: [ 3
3
1
A3 = 3 sajatértékhez tartozo sajatvektor: 3
4
A fent leirtaknak megfelelGen tehat a P hasonlosigi matrix a kovetkezd:
1 21
P=|1 3 3
1 3 4
Ennek kell kiszamolnunk az inverzét.
3 -5 3
Pl=|( -1 3 -2
0 -1 1

Most még a P~'AP szorzat értékének meghatérozasa van héatra. Ha jol dolgoztunk, akkor egy
diagonalis matrixot kapunk, aminek féatlojaban a sajatértékek allnak.

1
D=P'AP=1{ 0
0

O N O
w o o

—2045  —52910 54956
A0 = pplOp=l = | _—3069 —167936 171006
—3069 —226985 230055

50 0
E=|150
015
Karakterisztikus polinom:
5- A 0 0
det(E — X)) = 1 5-X\ 0|=...=X%—15)\2 75\ — 125
0 15—\

A matrix sajatértékei: A\ = Ay = A3 = 5.
Mivel ennek a matrixnak nincsenek kiilonb6z6 sajatértékei, igy sajnos nem lesz diagonalizalhato.
Ugyanis nem tudunk megadni 3 fiiggetlen sajatvektort.



Karakterisztikus polinom:

—A
det(F—X)=| 0 -
3

O > O

A matrix sajatértékei: Ay = 1,0 = A3 = 0.
Itt sincs ugyan 3 kiilénb6z6 sajatérték, ugyanakkor a matrix mégis diagonalizalhato lesz, mivel a
0-hoz meg tudunk majd adni ké fiigetlen sajarvektort. A sajatvektorok meghatarozasa:

-1 0
Ao = A3 = 0 sajatértékhez tartozo sajatvektorok: 0 | és 1
3 0
0
A1 = 1 sajatértékhez tartozo sajatvektor: [ 0
1

A fent leirtaknak megfelelGen tehat a P hasonlosagi matrix a kovetkezs:

0 0 -1
P=101 0
1 0 3
Ennek kell kiszamolnunk az inverzét.
3 0 1
p1= 0 1 0
-1 0 O

Most még a P~ 'AP szorzat értékének meghatarozésa van hatra. Ha jol dolgoztunk, akkor egy
diagonalis matrixot kapunk, aminek féatlojaban a sajatértékek allnak.

1 00
D=P7'AP=1| 0 0 0
000

AlO — PDlOP—l —

w oo
O OO
— o O

8. Legyen a T : R3 — R3 linearis transzformacié az aldbbi médon adott:

T 2r7 —x2  —x3
T To = T —XI3
3 —x1 +T2 4273

Hatarozzunk meg R3-nak egy olyan bazisat, amelyben T matrixsza diagonalis!

9. Keressiik meg azt az ortogonalis P matrixot, amely a szimmetrikus A méatrixot diagonalizalja és irjuk
fel a D diagonéalis matrixot!
A fenti feladatban leirtakat kell itt is kovetni. Azaz kiszamolni a sajatértékeket, a hozzajuk tartozo
sajatvektorokat, majd lenormalni a sajatvektorokat. Ekkor megkapjuk a P ortogonalis matrixot.



wa-[2 1]

A matrix sajatértékei: Ay = —4, Ay = 8.

A sajatvektorok meghatarozasa:

A1 = 2 sajatértékhez tartozo sajatvektor:

Ao = 4 sajatértékhez tartozo sajatvektor:

A fent leirtaknak megfelelGen tehat a P hasonlosagi matrix a kovetkezs:

£:

D=P AP =

B [ 5 3V3 ]

S 13v3 -1
A matrix sajatértékei: A\; = 1, Ao = 2.
A sajatvektorok meghatarozasa:

. . 4
A1 = 1 sajatértékhez tartozo sajatvektor: < 5 )
Ao = 2 sajatértékhez tartozo sajatvektor: i
A fent leirtaknak megfelelGen tehat a P hasonlosagi matrix a kovetkezs:

p=|: 1]

Ennek kell kiszamolnunk az inverzét. Ezt 2x2-es esetben elég konnyen megtehetjiik:

(4 -3
-5 7%)

Most még a P~!AP szorzat értékének meghatarozasa van hatra. Ha jol dolgoztunk, akkor egy
diagonalis matrixot kapunk, aminek f6atlojaban a sajatértékek allnak.

_p-iup_( 10
D=P AP_(O 2)

—15344 12276 )

10 _ 10p-1 _
AT =PDTP (—20460 16369

-2 0 —36
(c) C = 0 -3 0
—-36 0 —23

A matrix sajatértékei: Ay = —50, Ay = 25, \3 = —3.
A sajatvektorok meghatéarozasa:

3
A1 = —50 sajatértékhez tartozo sajatvektor: [ 0
4
—4
Ao = 25 sajatértékhez tartozo sajatvektor: 0
3
0
A3 = —3 sajatértékhez tartozd sajatvektor: 1
0

A fent leirtaknak megfelelGen tehat a P hasonlosagi matrix a kovetkezs:

p=| -

O Gikulw
—_ulw O
O LUl



-50 0 O

D=P AP = 0 25 0
0 0 -3
31 00
1 3 00 .. . I PP
(d) D= 000 0 Karakterisztikus polinom: A matrix sajatértékei: Ay = Ao =0, A3 =4, \y =
0 0 0 O
2.
A sajatvektorok meghatarozasa:
0 0
s L 0 , 0
A1 = Ao = 0 sajatértékhez tartozo6 sajatvektorok: 0 és 1
1 0
1
Ao = 4 sajatértékhez tartozo sajatvektor: (1)
0
-1
A3 = 2 sajatértékhez tartozo sajatvektor: (1)
0
A fent lefrtaknak megfelelGen tehat a P hasonlésdgi matrix a kovetkezd:
0 0 0 1
P 0 0 1 0
= 1 1
- 1 990
V2 V2
0 0 0O
51 1 0 0 0 O
D =P AP = 00 4 0
0 0 0 2

10. Irjuk fel az alabbi kvadratikus formakat =7 Az alakban, ahol A szimmetrikus matrix!
A fenti kvadratikus alak a kovetkezd modon nazni ki: az A méatrix f6atlojaban allnak a négyzetes tagok
egylitthatoi, a tobbi helen a megfeleld kétszeres szorzatok fele. Minden esetben csak az A métrixot
tlintetem fel.

(a) 922 — 23 + 423 + 62129 — 87123 + T273

9 3 —4
A= 3 -1 %
-4 1 4
(b) 22 + 23 — 322 — bxyw9 + 97173
5 9
L =3 3
A= *% 1 0
8 o -3
(c) x1x2 + 2123 + T273
1 1
()
“lr Lo
2 20



11. Végezziik el az el6z6 feladat forditottjat az alabbi alakokbol kiindulval

Itt természetesen csupan el kell végezni a matrixszorzasnak megfelels maveleteket. Es elvégezni a
lehetséges Osszevonasokat

2 -3
[ 1 0 0 T
b)[z v z][|0 =3 0 y | = 2% —3y? +522
0 0 5]z
ERERNME
)]z vy 2] % 0 6 y | = =222+ Tey + 2 + 12y2 + 322
5 6 3 z
L 2

12. Keressiik meg azt az ortogonélis koordinéta transzformaciot, amellyel az alabbi kvadratikus alak né-
gyzetek Osszegévé transzfomalhaté és irjuk fel a kvadratikus alakot az 0j valtozok segitségével!

(a) 222 + 223 — 22179
(b) 522 + 223 + 4wy 22
()

)

(d —SI% + 556% + 2931I2

21‘1.’1,'2

12



