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Matematika A2 vizsga megoldasa Név:
2013. janius 18., 9-11., Epitémérnoki BSc szak Neptun kod:

Az utolsé harom feladatbol osszesen el kell érni 30%-ot!

1.

(a)

(3 pont) Definialja a V vektortérben az < u,v > skalarszorzatot!

Megoldds: Egy V vektortérben skalarszorzatnak nevezilink egy olyan miiveletet, amely barmely
u,v € V vektorokhoz hozzarendel egy < u,v > -vel jelolt valés szdmot gy, hogy a kovetkezd
tulajdonsagok teljesiilnek:

(a) <u,v >=< v,u >, minden u,v € V-re

(b) <u+v,w>=<u,w>+ <v,w >, minden u,v,w € V-re

(¢) < (au),v >=a < u,v >, minden o € R, u,v € V-re

(d) <wu,u>>0, minden u € V-re, tovabba < u,u >= 0 akkor és csak akkor ha u = 0.

(3 pont) Skalarszorzatot alkot-e az R3-ben az u = (u1,us2,u3) és v = (v1,v2,v3) vektorok esetén
az < U,V >= uivy + usva?

Megoldds: Akkor lenne a leirt mivelet skalarszorzat ha teljesitené a fenti (a)-(d) tulajdonsa-
gokat. Azonban kénnyen lathato, hogy az u = (0,0,1) vektorra az < w,u >= 02 + 0% = 0, de
(0,0,1) # (0,0,0), igy a (d) tulajdonsdg nem teljesiil, a megadott képlet nem skalarszorzatot
definial.

(4 pont) Definialja, az f(x,y) fiiggvény T C R? tartomanyon értelmezett kettSs integraljat!

Megoldds: Fix n-re bontsuk fel Vi, Vs, ..., V,, diszjunkt tartomanyokra a T tartomanyt (kiilon-
b6z8 n-ekre teljesen kiilonbozhet a felosztas). Tegyiik ezt tgy, hogy ahogy n végtelenhez tart a
Vi, Va, ..., V, felosztas finomséaga 0-hoz tartson (ezen a felosztasban szerepls tartoményok dtmérs-
jének maximumat értjik, tartomény atmérdje alatt pedig azt a legkisebb szamot amire igaz, hogy
barmely két pont nincs tavolabb, mint ez a szam). Jeloljiink ki fix n-re tetszéleges Py, Pa, ..., P,
pontokat a megfelels Vi, Va, ..., V,, halmazokbol. Ezekkel jelolésekkel az f(z,y) fiiggvény T C R?
tartomanyon (7T-rdl tegyiik fel, hogy korlatos) értelmezett kettss integraljan a kovetkezst limeszt
értjik ha létezik és nem fiigg a Vi, Vs,...,V, finomodo felosztéastol és a Py, Ps,..., P, pontok
megvalasztasatol:

//Tf(x’ y) dA = nlggog F(P)Ter(V;),

ahol Ter(V;) a V; tartomany teriiletét jeloli.



(b)

(3 pont) A fenti kettds integralnak mi a geometriai jelentése folytonos f(x,y) esetén?

Megoldds: A feladat elsé felében adott definiciobol is latszik, hogy a kettds integral a fiiggvény
alatti elGjeles térfogatot adja meg.

3. (7 pont) Mondja ki és bizonyitsa be a pozitiv tagi > a, végtelen sorrdl szolo hanyados kritériumot!

Megoldds:

Allitas:Legyen 3 a,, csupa pozitiv tagbol allo végtelen sor. Tegyiik fel, hogy lim,, oo % = p. Ekkor

(a)
(b)
()

Ha ¢ < 1, akkor > a,, konvergens.
Ha ¢ > 1, akkor > a,, divergens.

Ha o =1, akkor a kritérium nem alkalmazhato.

Bizonyitas:

(a)

Ha lim, o % = p < 1, akkor rogzitett o < r < 1 esetén létezik alkalmas pozitiv egész N

szam, hogy n > N esetén 2L < r. Igy L < 7 miatt ayy1 < anr. Tovabba Zz—ﬁ <r

miatt ayt2 < ay417, ami az el6z6 mondatot hasznélva tovabb becsiilhets: anyo < anr?. Ezt
a gondolatot folytatva adodik, hogy anim < anr™ tetszéleges m pozitiv egészre. Igy az eredeti
(pozitiv) sorunk feliilrsl becsiilhets az a +as+---+ay +anr+anr?+anr? ... sorral. Utébbirol
r < 1 miatt konnyen latszik, hogy konvergens (az els§ N tag Osszegéhez van hozzdadva egy
konvergens geometriai sor), igy az eredeti Y . a,, sor is konvergens (majorans kritériumot hasznaltuk
fel).

Ha lim,,

il = o > 1, akkor létezik N alkalmas pozitiv egész, hogy n > N esetén “2+ > 1
teljesiil, igy ekkor any < an41 < an42 < .... gy a pozitiv elemekbél 4ll6 a, sorozat nem tart
0-hoz, vagyis a sor konvergenciajanak sziikséges feltétele nem teljesiil, igy > a,, sor divergens.

S Les > L esetén is teljesiil, hogy lim, o0 “tl = 1, mégis az el6bbi divergens az utobbi
pedig konvergens. Ez mutatja, hogy ebben az esetben a hanyados kritérium alapjan nem tudunk

donteni a konvergencia-divergencia kérdésérsl.

4. (6 pont) Hatarozza meg a 2w szerint periodikus f(z) = z, —7 < z < 7 fiiggvény Fourier-soranak elss
héarom nemnulla tagjat!

Megoldds: A fiiggvény a képlet szerint (—, 7)-ben x. Ezt kell aztan kiterjeszteni a teljes szdmegyenesre
a 27 periodikussagot kihasznalva (példaul a kiterjesztett fiiggvény a (m, 37)-ben —27 +x - erre nem lesz
sziikségiink csak a megértést elGsegitends irtam bele a megoldasba). A fiiggvény paratlan igy csak a
by, egylitthatok kiilonbozhetnek 0-tol. A by egyiitthatokat a paratlansidg miatt szamolhatjuk a (0, 7)-n
vald integralassal a kovetkezd modon:

™ _ ™ 7 _ ™ _1)k+1
by — 2/ vosin(kz) dz — 2 { xcos(kx)} +2/ 1'cos(k::z:) dg = 2 { xcos(kx)} 0= 2(-1)
T Jo 0 k o TJo k ™ k 0 k
Igy az

ap + Z (ag cos(kx) + by sin(kx))
k=1



Fourier sor els6 3 nemnulla tagja a kovetkezd fiiggvény:

2sin(3x)

2sin(x) — sin(2zx) + 3

5. (7 pont) Hatarozza meg, hogy mely a érték esetén lesz egyértelmd, végtelen sok megoldasa vagy nem
lesz megoldésa az alabbi egyenletrendszernek! Ha van megoldéasa, akkor adja meg az 0sszes megoldast!

ax+y+z2==6
T+ay+z2=6
r+y+az=6

Megoldds: Az a paraméter tetszéleges értéke mellett probaljuk megoldani a fenti egyenletrendszert.
Irjuk fel a Gauss-eliminacioban szokasos kibdvitett matrixot, majd hajtsunk végre kényelmes sorcserét,
ezutan az elsG vezéregyes alatti elemeket a tanult modon nulldzzuk ki (vonjuk ki a masodik sorbdl az
elsé sort a harmadikboél pedig az elsg sor a-szorosat):

a 1 1|6 1 1 alb 1 1 a 6
1 a 1|6 ~ 1 a 1|6 ~ 0 a—1 1-—a 0
1 1 al|6 a 1 1|6 0 1—a 1—a?|6—6a

Ezen a ponton kényelmes leosztani a masodik sort (a — 1)-el, de ezt csak akkor tehetjitk meg ha a # 1.
Igy a tovabblépés el6tt az a = 1 esetet meg kell kiilon vizsgalni. Ebben az esetben a fenti eliminacio
igy folytadodik:

11 a 6 1 1 16
0 a—1 1l-a 0 ~[000[0]~(1 1 1]6)
0 1-a 1—a*|6—6a 00 00

Igy az a = 1 esetben végtelen sok megoldas van: (6 — s — t,s,t),s,t € R alakt vektorok (az y és z
valtozok oszlopaban nem volt vezéregyes, ezért lettek 6k a szabad paraméterek - persze mas ekvialens
felirasa a végtelen sok megoldasnak is elfogadhato, de érdemes a leirt altalanos elvet kovetni).

Most tegyiik fel, hogy a # 1, ekkor oszthatunk a — 1-el, igy az elkezdett levezetésiinket az alabbi
modon folytathatjuk:

11 a 6 11 a 6
0 a—1 1-a 0 ~[ 0 1 ~1 0
0 1—a 1—a®|6—6a 0 1—a 1—a%|6—6a
11 a 6 1 1 a 6
~1 01 ~1 0 ~[ 01 ~1 0
0 0 1—a®>—((1—a)(—1))|6—6a 0 0 —a>—a+2|6—6a

Utoébbi alakbol vilagos, hogy ha —a? — a + 2 nem 0, akkor egyértelmt a megoldas, ami rekurzivan

e ~. ., _ __6—6a _ , _ __6-=6a A _ @ 6—6a__ _ _6a—6a>
kifejezhets: z = e Y= 2= g =0 -y —azr =06 — — 55 — —;5—,75- Ebben az

alakban elfogadhaté a megoldés, de megjegyzem, hogy az —a® —a + 2 = —(a — 1)(a + 2) Ssszefiiggést




felhasznalva tovabb lehet egyszertsiteni.

Az —a? —a+ 2 = 0 egyenlet gydkei az 1 és a —2. Az a = 1 esetet mar megvizsgaltuk. Az a = —2
esetben az elébbi eliminacio utolso sora (0, 0,0[18), vagyis az egyenletrendszernek nincs megoldésa.

Osszefoglalva a = —2 esetén nincs megoldas, a = 1 esetén végtelen sok megoldas van (lasd fent),
mig az egyéb esetekben egyértelmi a megoldas (lasd fent).

6. (a)

1 0,5

(4 pont) Hatarozza meg az A = < 0.5 1

) . méatrix sajatértékeit, sajatvektorait!
Megoldds: Fl6szor a matrix sajatértékeit szamoljuk, amik a det (é - AL ) karakterisztikus poli-
nom gyokei. A karakterisztikus polinom:

3

_ 1

0,5 1-2X\

ot (4-A0) = ’

A karakterisztikus polinom gydkei: \; = 1,5 és Ay =0, 5.
Ezek utan kovetkezik a sajatvektorok kiszamitasa, ami minden esetben az (é AL ) v = 0 homogén
linearis egyenletrendszer megoldésa.

0

0 )

Azaz \1 = 1,5 esetén
-0,5 0,5]0 N -0,5 0,5
0,5 —-0,510 0 0

Ennek az egyenlterendszernek az (¢,t),t € R alakt vektorok a megoldasai. Ebben az altérben
bézist alkot az (%, %) (tomoren erre mondjuk, hogy a A1 = 1,5-hez tartozo sajatvektor, a

kiovetkezs feladatrészre vald tekintettel rogton egységhossziuként vettiik fel)

Ao = 0,5 esetén

0,5 0,50 0,5 0,50

0,5 0,50 0 010 /-
Ennek az egyenlterendszernek az (—t,t),t € R alaka vektorok a megoldéasai. Ebben az altérben
bazist alkot az (—%, %) (témoren erre mondjuk, hogy a Ay = 0,5-hez tartozo sajatvektor, a

kivetkezs feladatrészre valo tekintettel rogton egységhossziuként vettiik fel)

(3 pont) Abrozolja az 12 + zy + y* = 1 egyenletnek eleget tevs (z,y) pontokat!

Megoldds: A fenti egyenlet a kovetkezd matrixszorzasos alakba frhato (a matrixszorzas elvégzése
visszaadja az eredeti egyenletet):

(x,y).(oé O'i).(z)zlvagyis (;)TA<;>:1

Ezutan érdemes emlékezni arra, hogy a szimmetrikus A méatrix ortogonalisan diagonizalhato.
Ehhez egymasra merdlegesnek és egységhossziunak kell megvalasztani a sajatvektorokat (el6zd
alfeladatban pont ezt tettiik, majd egy P matrixba kell 6ket pakolni oszloponként:

z-(ipvs s )

Ha csak diagonizalni szeretnénk akkor nincs jelentGsége, de most fontos, hogy tugy pakoltuk be
oszloponként a sajatvektorokat P-be, hogy a determinéansa 1 legyen (forditott sorrendben —1 lett



volna). Mivel a sajatvektorok ortonormaélt rendszert alkotnak, ezért

g UV
=2 = v s )

Igy most az D = P~'-A-P = PT. A- P diagonizal6 egyenletben a D a kovetkez6 métrix (figyelni
kell a bepakolas sorrendjére):
1,5 0
( 0 0,5 ) '

A fenti elGismeret birtokdban nem kell mast tenniink, mint az

(3)=2(5) weerer(5) = (7))

helyettesitést elvégezniink. Fontos, hogy ez a helyettesités azt jelenti, hogy (2/,y’) a standard ba-
zisban (z, y) koordinataju vektor P oszlopai (sajatvektorok - bazist alkotnak) szerinti koordinatai.
Ezzel a helyettesitéssel a kiindulé alakzat egyenlete 1ényegesen egyszertisodik:

=(2)a(0)-(e(2)) a2(7)

Kihasznélva a diagonizélé egyenletet illetve azt, hogy a bal oldalon szorzat transzponaltja all, ami
a transzponaltak forditott sorrendben vett szorzataval egyenls adodik:

/ T / / T / 12 12
1<m/> PT'A'P<m/>(x/> D<x/)1,5I/2+075y/2$2+x.
Yy = = =\ (0 =\v 2 2

Mindent egybevéve latszik, hogy a kérdéses alakzat ellipszis, amit Ggy lehet lerajzolni, hogy az

(%, %), (—%, %) sajatvektorok alkotta elforgatott koordinatarendszerben rajzolunk egy \/g

fél nagytengelyt és /2 fél kistengelyt ellipszist.

Megjegyzem, hogy ez a megoldas nagyon részletes, vizsgan elég felrajzolni a sajatvektorokat,
majd az azok alkotta koordinatarendszerbe a megfelel§ tengelyhosszokkal berajzolni az ellipszist
(vagy hiperbolat ha az egyik sajatérték negativ).

7. (6 pont) Hatarozza meg Lagrange-multiplikatort hasznalva az f(z,y) = = + y fliggvény maximuméat az
2% +y? = 1 kéron! (Csak a Lagrange-multiplikator hasznalataért jar pont!)

Ez egy feltételes optimalizélasi feladat. A Lagrange multiplikitor modszer hasznélatahoz elGszor O-
ra kell rendezni a feltételt: 22 +y* — 1 = 0. Elméleti tétel garantalja, hogy az f(x,y) = x +y fiiggvény
koron vett (altalaban feltétel melletti) maximuma (vagy altaldban minimuma) ott lehet ahol az alabbi
haromvaltozos fliggvénynek (eredeti fiiggvénybdl kell kivonni egy 6j A valtozo szorosét a 0-ra rendezett
feltételnek) stacionarius (mindharom derivalt 0) pontja van:

g(l‘,y,)\) :x+y_A(x2+y2_l)

Ez a kovetkezs 3 egyenletet jelenti (a A szerinti derivaltbol adodo egyenlet mindig a feltételt adja
vissza):



(C) gg\(xvya )‘) = _(fE2 +y2 — 1) =0

Az els6 két egyenletbsl adodik, hogy A(2z) = A(2y). Mivel A most nem lehet 0 (nem teljesiilne az
elsé két egyenlet), ezért adodik, hogy = = y, ezt beirva a harmadik egyenletbe kapjuk, hogy 22 = %

Ebbdl z és igy y majd A kifejezhetd (utobbit most nem lenne muszaj megtenni, de igy talan vilagosabb

a modszer). Tehat a fenti egyenletrendszer megoldasai: (z1,y1,\1) = (% %, —?)7 (T2,Y2, A2) =

(—%, —%, %) Igy az eredeti fiiggvény koron vett maximuma vagy az (\f f) vagy a (— \}5, —%)—

ban van. Az f(z,y) = = + y fiiggvénybe valé behelyettesitésbdl latszik, hogy a koron vett feltételes
maximum az (%, %) (%, %) ben van.
Megoldds:

. (7 pont) Hatarozza meg az f(z,y) = e*1¥ fiiggvény kettds integraljat az A(0,0), B(1,1) és C(2,0)
cstcst haromszog alaki tartoményon!

Megoldds: A haromszog egy normaltartoméany. Erdemes felirni a hatarolé egyenesek egyenleteit. Az
A és B pontokat 0sszekotd egyenes egyenlete y = x, mig a B és C pontokat 0sszek6ts egyenes egyen-
lete y = 2 — = avagy = = 2 — y. Erdemesebb tgy felirni az integralt, hogy az y van kiviil. Ekkor az y 0
és 1 kozott mehet, majd fix y-ra az x a haromszog két részletezett hatarold egyenese kézott mozoghat,
vagyis y és 2 — y kozott. Ezt felhasznalva az integréalra a kovetkezs adodik:

2—y 2—y
// “‘ydxdy—// eeydxdy—/ey(e YV —eY) dy

2
_ 2 2 |& _2_ 67_1 1+€

Megjegyzem, hogy természetesen az integralt ugy is felirhattuk volna (végiil ugyanazt kapnank), hogy
az x valtozo van kiviil (ekkor két részre kell bontani az integralt):

1 T 2 2—x
/ / e dydx + / / et dyda.
o Jo 1 Jo

. (7 pont) Hatarozza meg az f(x,y, z) = 2% + y? fiiggvény harmasintegraljat a T = {(x,y,2) : 2% +y? +
2?2 <4,y > 0} tartomanyon!

Megoldds: T a 2 sugaru origd kozéppontt gémbnek az zz-sik feletti része. Emiatt érdemes goémbi
helyettesitést alkalmazni. Azaz x = rsin(u)cos(v), y = rsin(u)sin(v), z = rcos(u), mig a Jacobi-
matrix determindnsénak abszolitértéke: r2 sin(u). Hasznalva r, v, u jelentéseit konnyen adodik, hogy a
hatarok igy frhatoak: 0 <r < 2,0 <wu <7, 0 < v < 7. Igy a harmasintegral a kivetkezképpen irhato
(érdemes gy megvalasztani a sorrendet, hogy csak a végén legyen nehezebb dolgunk):

T 2
///m + 92 dxdydz-/ / / 2 sin®(u) - 2 sin(u) dvdrduz/ / mrd sin®(u) drdu
o Jo

= /0 32% sin®(u) du = /0 F (1 — cos?(u)) sin(u) du = /07r 32Tﬂ-(sin(u) — cos®(u) sin(u)) du =

327 cos®(u)]” 1287
— |—cos(u) + ————=| =—.
5 3 1, 15



