14. gyakorlat - Harmas integral

2014. méajus 22.

1. D={(x,9,2):0<x<1,0<y<1-x,0<z<1-x-y)}. Ekkor

1 1-x 1-x—
ff J(x.y, 2)dxdydz = f ( f ( f Tt y+ zdz) dy) dx
D x=0 \Jy=0 z=0

A belsd integral:

1-x—y
f X+y+zdz =
z=0
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Itt a belsd integral:
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1 s’ 2 f 1 3 s 5 3
== - —y“dy|dx = —+—x—Xx"+—=x"dx =
fxo(fyo S - wy—x-y y) x= | Segaeaegdds

2. D={(x,y,2): -1 <x<1,x¥* <y<1,-1<z<1}. Ekkor

1 1 1
f f S(x,y, 2)dxdydz = f ( f ( f ydz) dy) dx
D x=—1 y=x2 z=—1

A belsd integral 2y, mivel a fiiggvény nem tartalmaz z-t, ezért az integracids ut
hosszéval kell szorozni a fiiggvényt. Igy
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Itt a belsé integral:
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f (f 2ydy)dx = f 1 - x*dx = al }
x=—1 \Jy=x2 x=-1 1

3. (a) Hengerkoordinatikat alkalmazunk: x = rcos g,y = rsing,z, ahol 0 < r <
2,0< ¢ <2r,0<z<1.Ekkor

2 2/ ol
ff f(x,y,2)dxdydz = f (f (f P2 cos’p- rdz) dcp) dr
D r=0 \J =0 \Jz=0

A belsd integral kiszamitasanal mivel a fiiggvény nem tartalmaz z-t, ezért
az integracios ut hosszaval kell szorozni a fiiggvényt. Igy

1
f r’cos? ¢ - rdz = r’ cos’ ¢
z=0

Igy
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f (f (f r*cos? ¢ - rdz) d<p) dr = f (f 7 cos? gadgo) dr = f (f r3wd<p dr.
r=0 ¢=0 z=0 r=0 ¢=0 r=0 ¢=0 2

Most a bels6 integral

2 4 @=2r
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j(;o P —0205 9odgo = [§r3tp + rz sin 2¢pL =rn
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f (f r3—+ cos 9Oa’gp) dr = f Prdr = [_r ] =4
r=0 =0 2 r=0 4 0

(b) Hengerkoordinatdkat alkalmazunk: x = rcos¢,y = rsing, z, ahol 0 < r <
2,0 < <2m,0<z<1.Ekkor
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A belsé integral:
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Most a belsd integral nem tartalmaz ¢-t, emiatt ennek a kiszamitasanal az
integracids ut hosszaval kell szoroznunk, ami azt adja, hogy

2 m 2 x _-
S de)dr= ar=|Sma 4] =Zms
I:o(£:02(1+r2) (,0) ’ .fr:ol+r2 =12 n r)o 2"

(c) Hengerkoordinatakat alkalmazunk: x = rcos¢p,y = rsing, z, ahol 0 < r <
2,0< ¢ <2r1,0<z<1.Ekkor

2 2 1
ff f(x,y, 2)dxdydz = f (f (f ¢ - rdz) d(p) dr =
D r=0 \J =0 \Jz=0
2 27 ) 2 5 Sar=1
f (f e - rdcp) dr = f 2rme” dr = [ﬂ'e’ ] =gt — 1
r=0 \J =0 =0 0

(d) Hengerkoordinatdkat alkalmazunk: x = rcos¢,y = rsing, z, ahol 0 < r <
2,0< ¢ <2r,0<z<1.Ekkor

2 21 1 2 21
ﬂ f(x,y,2)dxdydz = f (f (f V1+r2- rdz) dt,o) dr = f ( V1 + 72 rdp
D r=0 \J =0 \Jz=0 r=0 \J =0
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4. Hengerkoordinatdkat alkalmazunk: x = rcosg,y = rsing,z, ahol 0 < r < 1,

T<p< ¥ 0<z<1+rcose. Ekkor
1+rcos ¢
(f z-ra’z)dgo)dr
z=0

V(s
f f f(x,y, 2)dxdydz = f { f
D r=0 ¢=

A bels0 integral:
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5.Most D = {(x,y,2) : X+ < 1,x¥> +y* < z < 2 — x* — %} és mivel
= 1. Hengerkoordinatakat alkalmazunk:

térfogatot szamolunk, ezért f(x,y,z) =
X=rcosg,y=rsing,z,ahol 0 <r<1,0<¢ <2 r> <z<2-r> Ekkor

1 2 2-12
ff f(x,y, Ddxdydz = f ( f ( f l'rdz]dgo]drz
D r=0 \J =0 \Jz=r2
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f ( 2- 2r2) . rdtp) dr = f drm — 4P ndr =
r=0 \J¢ r=0

= =0
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6. Hengerkoordindtdkat alkalmazunk: x = rcos¢g,y = rsing,z, ahol 0 < r < 2
O§¢§2n,r2SzS4.Ekkor

ffo(x,y,z)dxdydz=f:0(L (f z- rdz)dgo)dr:
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7. Gombkoordindtdkat alkalmazunk: x = rsina@cosf,y = rsinasing, z = rcosa
0<a<m0<B<2r,0<r<l.

(@)
1 T 27
ff Jf(x,y,2)dxdydz = f (f (f r-r*sin adﬁ) da) dr =
D r=0 a=0 \JB=0
1 T 1 a=r
f (f 277 sin a/da) dr = f [—27rr3 cos a/]o dr =
r=0 a=0 r=0
b s 4 1!
A4r’ndr = |r'm =
[ armar =[],
(b)
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ff f(x,y,2)dxdydz = f (f” (f e 2 Sinadﬁ)da)dr =
a=0 \JB=0
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f f 2re” 1% sin ada dr:f [_2ﬂ6r3r2 cos a]a:ﬂ dr =
r=0 @ r=0 0

=0
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8. Gombkoordinatakat alkalmazunk: x = rsinacosf, y = rsinasing, z = rcos «,
0<e<%,0<p<5,0<r<1

(@)

1 x z
ff f(x,y,2)dxdydz = f (fz (f2 rsinacosB - rsinasinB- rcosa - r* sinadﬁ)da)dr =
D r=0 \Ja=0 \JB=0
1 b 3
f (f (f 7 sin® @ cos a sin B cos B dﬁ) da/) dr =
r=0 a=0 B=0
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' =3 '
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9. (a) Gombkoordinatdkat alkalmazunk: x = rsinacosf, y = rsinasing, z =
rcosa,0<a<n0<pB<2nr0<r<1. Ekkoratomeg:

1 T 27
ff f(x,y,2)dxdydz = f (f (f r-r*sin adﬁ) da) dr =
D r=0 \Ja=0 \JB=0
! d 1 a=n
f (f 277 sin a/da) dr = f [—2r37r cos a] dr
=0 \Ja=0 =0 0
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(b) A gdombbdl megmaradé rész térfogatat megkapjuk, ha a gomb térfogatabol
kivonjuk az atfurt rész térfogatat:

Vmegmaradé = Vgémb — Vatfart

Tudjuk, hogy az egység sugarti gomb térfogata: Vgémb = 47”. Az atfirt rész
térfogatat hengerkoordindtdkat haszndlva szamoljuk ki: x = rcos¢,y =
rsing,z, ahol 0 < r < % 0<¢<2n,—V1—-r2 <7< VI-r2% (mivel
az egység sugart gombnél x* + y? + 22 = 1, ezért z = /1 — (x2 +y2) =
+ V1 — 72, innen adédik, hogy — V1 — 72 < z < V1 — r2). Mivel térfogatot
szdmolunk, ezért f(x,y,2) = 1, igy

1/2 2 Vi—2 1/2 27
Vatfart = f f f 1-rdz|dy|dr = f (f 2rV1 - rzdgo) dr =
r=0 \Jg=0\Jz=-Vi-r r=0 \Jg=0
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