1. Fourier-sorok

1. Bevezetés és definicidk

Ennek a fejezetnek a célja, hogy egy 27 szerint periodikus
fliggvényt felirjunk trigonometrikus fiiggvényekbdl képzett
fliggvénysorként. Nyilvan a cosz és a sin x fliggvények 2w
szerint periodikus fliggvények és altaldban tetszOleges k
egész szam esetén a cos kx és a sin kx fliggvények szintén
27 szerint periodikus fiiggvények, tovabba az ezekbol
formélt

o0

ap + Z(ak cos kx + sin kx)

k=1
fliggvénysorok is tetszbleges ag, ax, b valds szamok esetén
27 szerint periodikus fliggvényt adnak (feltéve, hogy min-

denhol konvergensek). Ennek a fejezetnek a célja a 27
szerint periodikus fiiggvényt felirni

oo
aop + Z(ak cos kx + sin kx)
k=1

alaku figgvénysorként. A feladat tehat az ag, ap és by
valés szamok alkalmas megvalasztasa.

A tovabbiakban feltessziik, hogy a 27 szerint peiodikus
f(z) Riemann-integralhaté a [0,27] intervallumban.
El8szor az f(x)-et a

ag + Z(ak cos kx + by, sin kx)
k=1

végtelen trigonometrikus polinomként irjuk fel. Ekkor

formalisan szdmolva
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/f(x)dx = /ao + Z(ak cos kx + by sin kx)dx =
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ap = —/f(x)dx
27
0
Az a, by egylitthaté meghatdrozasahoz sziikségiink lesz a
kovetkez6 integralokra:
1. Ha k # [ pozitiv egészek, akkor
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2. Masrészt
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/sin kx cos kxdr = 3 / sin 2kxdr =
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A fentieket haszndlva méar meg tudjuk hatdrozni az ay és
by, egyiitthatdkat:
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/f(x) cos kxdx =
0
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ap = f/f(x) cos kxdx
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Hasonléan kapjuk a by egyiitthatokat:
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/ f(z) sinkadx =
0
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/ (ao + Z(al coslx + b sinlx)) sin kxdx =

0 =1
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Z ay / cos lx sin kxdx+
0
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b = f/f(x) sin kzdz.
™
0

Emiatt természetes a kovetkezd 27 szerint periodikus

fiiggvénnyel kozeliteni a 27 szerint periodikus f(x)-et:

1. definicié. A 27 szerint periodikus f(x) Fourier-sora:

ap + Z(ak cos kx + by sin kx),
k=1

ahol

ap = 1 /f(x) cos kxdx
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b = — /f(x) sin kzdz.
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Példa: Fejtsiik Fourier-sorba az
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fiiggvényt!
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fgy a nemnulla egytitthatdk:
ag = g,bzk,l = ﬁ, k=1,2,..
azaz a Fourier sor:
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2. Fourier-sor részletosszegei

A kovetkezd tétel azt mondja ki, hogy a Fourier-
sor részletosszege a legkisebb atlagos hibanégyzet tulaj-
donséagn.

1. tétel. Legyen az f(z) 27 szerint periodikus fiiggvény,
az n-edik részletOsszege: s, (z), azaz

sn(z) =ag+ Z(ak cos kx + by sin kx)
k=1

Legyen

tn(z) = ap + Z(ak cos kx + Sy sin k)
k=1

tetszlleges g, ag, Bk valés egylitthatékkal. Ekkor minden
n > 1 esetén

27 27

[ @ = su@)de< [ (#@)~ tu(a))*da

0 0
és egyenlOség csak akkor teljesiil, ha oy = ag,ar =
ak, Bk = bg.

Bizonyitas: Nyilvan

7(]”(96) — tn(2))%da =
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2rapgag + 7 Z(akak + ﬁkbk)'
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A t,(z) definicigjabdl konnyti ellendrizni, hogy:
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/ti(x)dm = 2mad + wZ(aﬁ + 32).
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Ezért
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aminek a minimuma oy = ag,a = ag,Pr = by esetén
lesz, ahonnan méar kovetkezik a tétel. B

A minimum esetén:
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(@) = su(a)de =
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ahonnan kapjuk, hogy

2m n
/f(a:)Qda: > 2mal + WZ(CL% +b3).
o k=1

Mivel ez minden n > 1 esetén igaz, ezért

2m

/f(x)2dx > 2mad + wi(a% +b2).

4 k=1
A kovetkezo, itt nem bizonyitott allitds azt mondja ki,

hogy itt egyenléség all:

2. tétel (Parseval-formula). Ha a 27 szerint periodikus
f(z) Riemann-integralhaté a [0, 27] intervallumban, akkor

2 50
/f(a:)Qda: = 27mad + wZ(ai +b3).
o k=1



Ebb6l mar kovetkezik, hogy négyzetes atlagban a
részletosszeg kozel van az f(x) fiiggvényhez:

2w

lim [ (f(z) — sp(z))?dz = 0.

n—00
0

Példa: A Parseval formulat hasznéljuk az

)= {

fliggvény esetén!

1, O0<z<m,
2, m<x<2m

Megoldas: Tudjuk, hogy a mnem-nulla Fourier-
egylitthatok:
b - k=12
an = — = = e e
0 27 2k—1 (2]€—1)7T’ ) 4y
Ezért
2m 00
b = /f(x)zdx = 21a? + WZ(CL% +b2) =
4 k=1
4 1 1
ahonnan rendezés utan
L
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3. Fourier-sor pontonkénti konver-

genciaja
A kovetkez6kben arra keressiink vélaszt, hogy a fent
kapott Fourier-sor milyen feltételek esetén allitja el6 a 27

szerint periodikus f(x) fiiggvényt. Ehhez sziikség van a
kovetkezd definicidra:

2. definicié. Az f(x) fiiggvény szakaszosan folytonos az
I intervallumon, ha véges sok pont kivételével az f(z)
folytonos és ahol szakaddsa van, ott létezik a bal és job-
boldali hatarérték.

A fenti definiciéra tamaszkodva mar megadhatjuk, hogy
a Fourier-sor milyen kapcsolatban van az f(xz)-szel.

3. tétel. Tegyiik fel, hogy az f(z) és f'(x) figgvények
szakaszosan folytonosak a [0,27]-ben. Ekkor a Fourier-
sor értéke az f(x) folytonossdgi pontjaiban megegyezik
f(x)-szel, mig szakaddsi pontokban a bal és jobboldali
hatarértékének dtlagat veszi fel.

A fenti, nem bizonyitott tétel kovetkezménye:

Ko6vetkezmény: Ha a 27 szerint periodikus f(x)
fiiggvény olyan, hogy a [0,27] intervallum felbonthaté
véges sok intervallumra tgy, hogy egy részintervallumon
a fliggvény monoton és folytonos, a szakadasi pontokban
létezik a bal ill. jobboldali hatarérték, akkor a Fourier-sor
elééllitja a fliggvényt az f(x) folytonossdgi pontjaiban és
a szakaddsi helyeken a Fourier-sor az f(z) ottani bal és
jobboldali hatdrérték atlagat veszi fel.

Példak:
1. (a) Fejtsiik Fourier-sorba az
f(z) ==,

27 szerint periodikus fliggvényt!

ha 0 <z <27

(b) Hatdrozza meg f(2km) értéleit gy, hogy f(x)
mindenhol folytonos legyen!

Megoldas: A hatarozott integrdl definiciéja alapjan:
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fgy a Fourier-sor:
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A konvergenciarol szol6 tétel alapjan az f(2km) =7
valasztas kell ahhoz, hogy a Fourier-sor el6allitsa a



fliggvényt a szakaddsi helyen.

Megjegyezziik, hogy az = = helyettesités a

kovetkezot adja:

NI

in 2 in3
g:f(g)zw—Q(sinw+Sln2 ”+Sm3“+...):
1 1
—21—=4+=-—+4...
]
ezért
T 1 1 n 1 n
4 3 5 o
ami nem olyan meglep6, mivel tanultuk, hogy
3 5
arctgx:x—%—&—%——l—... ha -1 <z <1,
ami a fentiek alapjdn x = 1 (és ¢ = —1) esetén is

igaz.
2. Fejtsiik Fourier-sorba az
f(z) =sin®x
fliggvényt!

Olyan ag, ag, by, valés szamokat kell talalnunk, ame-
lyekkel

o0
sin® z = ag + Z(ak cos kx + by sin kx).
k=1

A linearizacios formuldk szerint:

. 3 .9 . 1 —cos2x .
sin® ¢ = sin :z:sma::#smx:
. 1.
—sinx — = sinx cos 2x =
2 2
. 1(. 30 + sin(—)) . 1. 3
—sinx — —(sin3x + sin(—xz)) = - sinx — — sin 3z
2 4 4 4 ’

azaz a nemnulla Fourier-egyiitthatéak: by = % és by =
1

1

4. Paros és paratlan fiiggvények

Az aldbbiakban azt gondoljuk meg, hogy paros és paratlan
fliggvények esetén hogyan egyszeriisodik le az egytlitthatok
kiszamitasa.

A tovdbbiakban felhasznaljuk, hogy ha g(x) egy 27 sz-
erint periodikus fiiggvény, akkor a [m,27] intervallumon
vett integrdl megegyezik a [—, 0] intervallumon vett in-
tegrallal, ezért

27 T
0/ o(z)dz :[ o(z)dz.

1. Legyen f(x) egy péros fiiggvény.  Ekkor f(z)

parossaga miatt

27

Flaydr = 5 / Fla)de = / f(a)da,
- 0

tovdbba f(x) cos kx parossiga miatt
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ar = — /f(gj) cos kxdr = — / f(l‘) cos kxdx =
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Mivel f(z)sinkx pératlan, ezért
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b = f/f(x) sin kxdxr = — / f(z)sinkzdx =0,
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tehdt a Fourier-sor nem tartalmaz szinuszos tagokat,
emiatt ezt a Fourier-sort tiszta koszinuszos Fourier-
sornak mondjuk.

. Most legyen f(z) egy pératlan figgvény. Ekkor f(z)

paratlansdga miatt

a0 = o / f(z)dz = ;ﬁ/ f(z)dz =0,

tovdbba f(x) cos kx paratlansiga miatt

2m ™
1 1
ap = f/f(x) cos kxdx = f/f(:c) coskxdr =0
™ ™
0 -7

Mivel f(z)sinkz paros, ezért
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e 7T
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f/f(x) sin kxzdz,
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emiatt ez a Fourier-sor csak szinuszos tagokat tartal-
maz, ezért ezt tiszta szinuszos Fourier-sornak mond-
juk.

Példak:

1. Fejtsiik tiszta szinuszos Fourier-sorba az

f(z) =z(r —x) 0<z<mw

fliggvényt!



Megoldas: A fliggvényt a [—m,0] intervallumon dgy
egészitjik ki, hogy a [—m, 7] intervallumban pératlan
legyen. Erre a fiiggvényre mar alkalmazhatjuk a
fenti képleteket. A részleteket mellézve a kovetkezét
kapjuk

bop, =0

™

2
bok—1 = - /x(w —z)sin(2k — 1)xdx =
0

8
(2k — 1)37’

azaz

T 33+53

8 in 3 in 5
f(x)z(sinx—i—sm T x+)

. Magyarazza meg, hogy a korabban kiszamolt
f(z) ==, 0<z<2m

27 szerint periodikus fiiggvény Fourier-sora miért
nem tartalmaz koszinuszos tagot!

Megoldas: Tekintsiik a g(x) = f(z) — § fiiggvényt.
Ez mar pératlan lesz, emiatt az 6 Fourier-sora csak
szinuszos tagokat tartalmaz. Ehhez a Fourier-sorhoz
hozzdadva 7-et megkapjuk f(x) Fourier-sorat.

5. T szerint periodikus fiiggvények
Fourier-sora

Tegyiik fel, hogy f(z) egy T szerint periodikus, a

[0, T)-ben Riemann integralhat6 fliggvény. Ekkor &t
a kovetkez6 alaku Fourier-sorba fejthetjiik:
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2k 2k
ag + Z aj CoS Tﬂx + by, sin Jac,

T
k=1
ahol
T
a l/f(;lc)alx
0 — T )
0
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T/f cos —xdm
0
és

2
T / ) sin —xd:c
0

A konvergenciara hasonlé tétel mondhaté ki, mint
ami a 27 szrint periodikus fiiggvényekre vonatkozik.
A részleteket mell6zziik.



