1. Determinansok

1. Bevezetés és definicid

Oldjuk meg az alabbi kétismeretlenes, két egyenletet tar-
talmaz linedaris egyenletrendszert:

:bl
= by

+a1222
+ag2x2

ai1xri
a21x1

Szorozzuk meg az elsé egyenletet ago-vel és a masodikat
a1a-vel:

+ai12a22T2 = brag

+ag2a12%2

1102271

a2101271 = baaia,
majd vonjuk ki az els6 egyenletetbdl a masodikat:

(anazz - a12&21)11 = biag — b2a12,

azaz
brazy — baarz
r=———-:.
11022 — A12021
Hasonloéan:
baaq1 — baag:
Trog =

ai1az — a12az1’
Ha az alabbi harom ismeretlenes egyenletrendszert tek-
intjiik:

a11x1  +aiere +aizrs =b
2121  +a22%2 +azz =by
a31r1  +azeTrz  +azzry = b3

Ekkor egy hasonlé, de 1ényegesen hosszabb szamoléds adja:

D
Ty = —,
q
ahol
D = bragaazz + bzai2a23 + baazazs—
—bzaizazz — biazzasy — baaizass
és

q = 011022033 + A12023031 + 13021032~
—Q13G22031 — (11023032 — 012021033
Hasonl6 képlet adhaté o, x3-ra.

Prébéljuk megérteni a nevezdket! A kétismeretlenes
egyenletrendszerben a kéttagu Osszegek:

11022

a12a21

A haromismeretlenes egyenletrendszerben a haromtagu
Osszegek:
11022033

112023031

413021032

11304220431
411023032
112021033

Latjuk, hogy egy szorzatban az indexek elsé szamai az 1,2
ill. 1,2,3, a masodik szamokban pedig az 1,2 ill. 1,2,3
szamok Osszes permutacidja jelenik meg. Igy természetes
azt gondolnunk, hogy az

a11r1 + appxrs +... +apr, = b
ao1x1 + asers +... “Fagr, = b
aAp1T1 + apatos +... +apntn, = by

egyenletrendszer megoldasandl az x; nevez6jében olyan n
tényez0Os szorzatok jelennek meg, ahol az indexben az els6
szamok: 1,2,...,n és a masodik szdmokban az 1,2,...,n
szamok Osszes lehetséges permutéacidi szerepelnek.

Még meg kell értentink a szorzatok elGjelét. Ehhez az in-
verziészam fogalmara van sziikségiink.

1. definicié. Legyen az 1,2,...,n szamok egy per-
mutdcidja o(1),0(2),...,0(n).  Ekkor ebben a per-
mutaciéban azon parok szamat, ahol az elébbre 1év6 nagy-
obb mint a hatrébb 1évé a permutécié inverzidszamanak
hivjuk. Jelolés: I(o)

Példaul: Két szam eseten:

1(1,2) =0
és
1(2,1) = 1.
Héirom szam esetén:
1(1,2,3) =0
1(2,3,1) =2
1(3,1,2) =2
1(3,2,1) =3
I1(1,3,2) =1
és
1(2,1,3) =1

Latjuk azt, hogy a nevezdken + &ll ha

A15(1)A20(2) - - - Ano(n)

esetén I(o) az inverzidszdm péros szdm és — szdm, ha az
I(0) paratlan, tehat n = 2 és 3 esetén az

A15(1)A25(2) - - - Ano(n)

szorzat elGjele:
(~1)7@),

Ezek alapjédn természetes az alabbi definicio:



2. definicié. Egy A = (a;j)nxn matrix determindnsa:
deté = Z(il)I(a)alo(l)aﬂo(Q) -+« Ong(n)s

ahol az Osszegzés az 1,2,...,n Osszes permutacidjara
vonatkozik.

Egy masik jelolés:

ail a2 e A1n

a1 azz2 ... Qa2n
detA =

QAn1 an2 v Qpp

Példék:

1. Egy 2 x 2-es matrix determindnsat gy szamoljuk
ki, hogy a féatléban 1év6 elemeket Osszeszorozzuk
és kivonjuk ebbdl a mellékdtléban 1évo elemeket
szorzatat:

5 2
‘ o ’_5~4—2-(—3)—26

2. Egy 3 x 3-as determindnst a legegyszeriibb az tun.
Sarrus-szabéllyal kiszéamolni. Ehhez a 3 x 3-as
determinanst lefrdsa utan ismételjilk meg az els6
két oszlopot és formaljunk az atlésan elhelyezkedd
szamokbodl 3-tagi szorzatokat. FEzeket adjuk Ossze
oly médon, hogy a balrdl, fentrol jobbra lefelé elhe-
lyezked6 szamok szorzatait +-szal a tobbieket —-szal
vessziik tekintetbe.

|
— W ot
ORI

1
4|=54-64+2-4-(-1)+1-(-1)-2—
6

—1-4-(=1)—=5-4-2-2-(=3)-6 =106

3. Legyen A egy tn. n x n-es fels hdromszogmatrix,
azaz olyan matrix, ahol a f64tl6 alatt 0-k szerepelnek.
Ekkor

a1; a2 @13 ... Qin
0 ag9 Q23 e A2p
0 0 asz ... Qa3p —
0 0 0 ... ann

Z(_l)l(a)ala(l)a20(2) c O ()

(e

Nézziik meg, hogy ez a szumma milyen nem nulla
szorzatokat tartalmaz! Az ape,) # 0 csak akkor
lehet, ha o(n) = n. A ape(n—1) 0 csak akkor lehet,
ha o(n — 1) = n — 1 vagy n. Mivel o(n) = n,
ezért o(n — 1) = n — 1. Hasonléan kapjuk, hogy
o(1) = i minden 1 < i < n esetén. Azaz csak

egy Osszeggel kell szamolnunk: az ai1a9s ... Gnp-nel.
Mivel az I(1,2,...,n) = 0, ezért az elbjel + lesz, {gy

a11 a2 a13 co. Qln
0 a922 A23 ... Q2p
0 0 ass e aszn = 11022 ...0pn-
0 0 0 .. Opn

Az utolsé példa azért jelentSs, mert a Gauss-elimindcid

soran minden n X n-es matrix ilyen alakra hozhato. fgy a
kovetkezdkben azzal foglalkoznunk, hogy megértsiik, hogy
a Gauss-eliminacié sordn alkalmazott sormiiveletek milyen
hatassal vannak a determinansra.

Példak: Legyen

Ekkor

2 4
a=( 7 3)
detA =10
1. Sorcsere:
-1 3
2 4 “‘10’

azaz a determinans a —1-szeresére valtozott.

2. ¢ # 0-val val6 szorzds: Szorozzuk meg a masodik sort

3-mal:

2 4
-3 9

‘30,

azaz a determinans szintén 3-szorosara nott

3. Egy sorhoz adjuk hozza egy masik sor c-szeresét: Ad-

juk példaul az els6 sorhoz a mésodik sor duplajat:
0 10
e

azaz a determinans értéke nem valtozott.

A fent latott tulajdonsagok altalaban is igazak:

1. tétel. 1. Ha egy n X n-es matrixban sorcserét ha-

jtunk végre, akkor a determindns értéke (—1)-gyel
szorzddik.

2. Ha egy n X n-es matrixban egy sort beszorzunk egy c

szammal, akkor a determindns is c-vel szorzédik.

3. Ha egy n x n-es matrixban egy sorhoz hozzaadjuk egy

masik sor c-szeresét, akkor determinans nem valtozik.

Példa: Hatérozza meg az

3 6 9 3
-1 0 1 0
1 3 2 -1
-1 -2 -2 1



determindns értékét!

Megoldas: Emeljink ki 3-at az elsd sorbdl:

3 6 9 3 1 2 3 1
-1 0 1 0|_ -1 0 1 0
1 3 2 -1 1 3 2 -1
-1 -2 -2 1 -1 -2 -2 1

Adjuk hozza az els6 sort a masodik és negyedik sorhoz és
vonjuk ki a harmadik sorbdl az elsé sort:

1 2 3 1 12 3 1

-1 0 1 0 02 4 1
3 1 3 2 -1 3 01 -1 -2
-1 -2 =2 1 0 0 1 2

Cseréjiik fel a méasodik és harmadik sort

1 2 3 1 1 2 3 1

3 02 4 1] _3 01 -1 -2

01 -1 -2 | 0 2 4 1

0o 1 2 0 0 1 2

1 2 3 1 1 2 3 1
_3 01 -1 -2]_ 3 01 -1 =2
02 4 1] 0 0 6 5
0 0 1 0 0 1 2
Cseréljiik meg a harmadik és negyedik sort:
1 2 3 1 1 2 3 1
01 -1 - 0 1 -1 =2
3 0 0 6 5 3 0 0 1 2
0 0 1 2 00 6 5

1 2 3 1 1 2 3 1
01 -1 =2 01 -1 =2
Sloo 1 27300 1 2|77 A
0 0 6 5 0 0 0 -7
A kovetkezOkben azt vizsgdljuk meg, hogy a
matrixmuiiveletek a determindnsokkal mit csinalnak.
Legyen
1 2 -1 5
a-(53) 2=( 1)
Ekkor
detA = =2, B=-11
Nyilvan
detA” = | 1 3 1= 9 gera
DL T2 4| T TS
0 10
det(A+B) = | o o | = =50 #detA+detB

det(AB) = ‘ g 1; ‘ =22 = detAdet B,

-2 1 1 1
detA™! = =—— =
“L ’ % —% 2 deté

A fent latott Osszefiiggések altaldban is igazak:
2. tétel. Legyen A = (aij)nxn ¢és B = (bij)nxn. Ekkor

1. detéT = det4,
2. det(AB) = detAdetB,

3. ha A invertdlhat6, akkor detA™" = ;1o
A determindns fogalmaval mér teljesen le lehet irni
azokat a négyzetes matrixokat, amelyek invertalhatok:

3. tétel. Egy A = (aij)nx, matrix akkor és csak akkor
invertdlhato, ha detA # 0.

Bizonyitas: Tegyiik fel, hogy A = (@ij)nxn €gy in-
vertdlhaté matrix. Ekkor létezik A™' n x n-es métrix,
hogy B

AAT =1
Ezért
1= ln = det(@fl) = detAdetA™?,

ezért

det A # 0.

Most tegyiik fel, hogy detA # 0. Alkalmazzuk detA-ra
a Gauss-Jordan eliminéciét. Ekkor az eredmény vagy az
L egységmatrix vagy egy olyan méatrix, amelynek utolsé
soraban csupa 0 van. Nézziik meg, hogy a Gauss-Jordan
elimindciéo soran alkalmazott 1épéseknél a determindns
hogyan véltozik!

Sorcserénél a determinédns (-1)-szeresre véltozik; ha egy
sort ¢ # 0 szdmmal szorzunk, akkor a determindns is
c-vel szorzddik és ha egy sorhoz hozzaadjuk egy mésik
sor c-szeresét, akkor nem valtozik a determinans értéke.
Ezért ha olyan n x n-es matrixbdl indulunk ki, ahol a de-
termindns nem-nulla, akkor a Gauss-Jordan elimindciéval
kapott matrix determinansa sem nulla. Ezért nem lehet,
hogy a fenti A métrix esetén a Gauss-Jordan-eliminécié
olyan métrixot eredményezzen, ahol az utolsé sorban 0-k
vannak, mert akkor a determinédns O lenne. fgy a Gauss-
Jordan elimindci6 az [ . egységmatrixot szolgaltatja, tehat
a korabban megismert algoritmussal meghatarozhatjuk
A71-t, tehdt létezik az inverz. M

A kovetkezOkben a determins egy madsik kiszamitasi
moédjat mutatjuk be. Az A = (a;j)nxn matrix deter-
minansa:

d@té = Z(—I)I(J)alo—(l)aza(g) . ano’(n)7

ezért 1atjuk, hogy egy rogzitett a;; szdm olyan szorzatok-
ban szerepel, ahol a tagok abbdl a matrixbdl jonnek, amit



A = (aij)nxn matrix i-edik sordnak és j-edik oszlopanak
elhagyaséaval kapunk. Jelolje ennek determindnsét M;;.
Nézziik meg, hogy hogyan szamithaté ki ez alapjan egy
3 X 3-as matrix determinansa:

a1 Gi2 a3
a1 Q22 agz3 | =
as1 as2 ass

(11022033 + 12023031 + 13021032 —
—@13022031 — 411023032 — 412021033 =
ai1(agass — azzasz)+
ai2(aszasr — aziass)+
ai3(az1ass — azaz;) =
a11M11 — a1aMio + a13Mis.

Erdemes bevezetni az eléjeles aldeterminans fogalmat:

Cij = (1) My;.

Eszerint
ail a2 ais
az1 a2 a2z | = a11C11 + a12C12 + a13C3.
azr az2 033

Ezt az észrevételt altalanositja a kifejtési tétel:

4. tétel. Legyen A = (aij)nxn, jelolje C;; az el6jeles alde-
terminansokat. Ekkor minden 1 < ¢ < n esetén

det A = a;1Ci1 + apCiz + -+ + ainCin
és minden 1 < j < n esetén
det A = a1;C1j + azjCoj + -+ + an;Cpj.

Az els6 képletet haszndlatandl azt mondjuk, hogy az i-
edik sor szerint fejtjiik ki a determindnst, mig a méasodik
képletet haszndlva a széhaszndlat az, hogy a j-edik os-
zlop szerint fejtiink ki. Mindig olyan sor vagy oszlop sz-
erint érdemes kifejteni, amelyik a leheto legtobb 0-t tartal-
mazza, mert igy a lehet6 legtobb olyan szorzat lesz, ahol
az egyik tényez6 0, tehat ezeket le sem kell irni.

Példa: Szamitsuk ki az

3 6 9 3
-3 0 2 0
1 3 2 -1
-1 -2 =2 1

determindns értékét!

Megoldas: A masodik sor szerint érdemes kifejteni. Ekkor
a (—1)"7 elgjelet legegyszeriibb az in. sakktéblaszabély
szerint felirni, balodalt feliil + jel van, egy sorban felvaltva

vannak + és — jelek, és két egymads utdni sorban eggyel
elcsusztatva vannak a 4+ és —-ok. Eszerint

3 6 9 3
-3 0 2 0

1 3 2 -1
-1 -2 -2 1

6 9 3 3 6 3

=—(=3)| 3 2 -1]|-2| 1 3 -1

—2 -2 1 -1 -2 1

E két determindnst most megint kifejtjiik, mondjuk az els6
sor szerint:

6 9 3
3 2 —1|=
2 -2 1
2 -1 3 -1 3 2
6’—2 1’9‘—2 1‘*3‘—2 —22‘
6-0-9-1+3-(~2) = —15.
és
3 6 3
13 -1 =
-1 =2 1
3 -1 1 -1 13
(B R 1
3-(~1)~6-0+3-1=0,
fgy
3 6 9 3
3 0 2 0
L 5 g | =3 (15 —2.0=—15
1 -2 -2 1

A kifejtési tétel egy kis moédositasdval jutunk a ferde
kifejtési tételhez:
5. tétel. Legyen A = (aij)nxn, jelolje C;; az elGjeles

aldetermindnsokat. Ekkor minden 1 < i < n és minden
1 < j < nesetén ha i # j, akkor

a;1Cj1 + aipCo + - - + a;nCjp = 0.

A kifejtési és a ferde kifejtési tétel lehetGséget ad arra,
hogy invertalhaté matrix esetén az inverzet felirjuk. Ehhez
sziikség van az adjungdlt matrix definicigjara:

3. definicié. Az A = (a;j)nxn métrix adjungdlt matrixét
tgy kapjuk, hogy minden komponens helyett vessziik
a hozzd tartozo elGjeles aldetermindns, majd ezt tran-
szpondljuk (a féalléra tiikrozzik). Toémoren:

a'dJé = (Cji)nxn

6. tétel. Ha A = (a;j)nxn egy invertélhaté matrix, akkor

_ 1 .
AT = g2



Bizonyitas: Az inverz definicidja szerint azt kell meg-
mutatni, hogy

1
A A =1
(detAadJ> L

AadjA = detgn =

azaz

detA 0 0 0
0 detA 0 0
0 0 detA 0
0 0 0 det A

Vegyiik a AadjA szorzatot. A szorzat i-edik sordnak és
j-edik oszlopanak eleme

detA, ha i=j
0, ha i#j

a kifetési és ferde kifejtési tétel szerint. Ez bizonyitja a
tételt. M

aﬂC’jl + aingg + -+ aiann = {

Példa: Hatarozza meg az

_ 5 2
—\ -2 3
matrix inverzét!

Megoldas: Konnyen latszik, hogy Mi; = 3, Mis
—2,M21 = 2,}M22 = 5, ezért 011 = 3,012 = 2,021 =

—2,022 = 5. Igy
adjA = ( g _§ )

det A =19,

3 =2
a-(y 7).
o 19 19

Végezetill visszatériink a kiindulé problémara és sz-
eretnénk egy n ismeretlent tartalmazdé n egyenletbdl allé
linedris egyenletrendszert megoldani, most mar deter-
minansokkal. Legyen

[ES

Mivel

ezért

a1 + appr: +--+ awr, = by
211+  axTy 4+ aT, = b
Ap1T1 + Ap2T2 +- t+ AppTn, = bn7

A fenti egyenletrendszerbél formalt egytitthatématrix:

a11 ai2 A1n

a21  a22 A2n
A =

Gn1  Ap2 Qnn

A valtozok oszlopvektora:

A

T2
& =

Tp

A konstansok oszlopvektora:

by

ba
b= )

bn

Az egyenlet az ismert médon, tomoren
Az =}

alakba frhaté. Ha A egy invertdlhaté matrix, akkor

Az
(adid)

szorzat elvégzése a kovetkez6 adja:

b1C11 4+ b2C1 + -+ - + b,Ciq
b1Cia + b2Co + - -+ + b,Cha

b1C1n + b2Co, + - - -
tehat
1 b1C11 + baCo1 + - - - + b, Cy
T2 1 b1C12 + b2Ca2 + - - - + b, Ch2
N det A :
Tm blcln + b202n + -+ bnonn
Igy

v b1C1; + 62025 + -+ - + b,Ch5
7 det A ’

Végezetill meg kell értentink a szamlalot. Jelolje 4}, azt

a matrixot, amelyet dgy kapunk, hogy az A matrixban a
j-edik oszlopot kicseréljiik a b oszlopvektorral. Ekkor C, -
vel jelolve az A . aldetermindnsait kapjuk a j-edik oszlop
szerint éj-t kifejtve, hogy

det A = biCyj + b2Cy; + - + b C .

Mivel az A . és A csak a j-edik oszlopban kiilombozik, ezért

a j-edik oszlophoz tartozoé el6jeles aldetermindnsok a két
matrixban megegyeznek, azaz

/ f— ..
CZ] - C’LJ7



ezért
detéj = 5101]' + bngj + -+ annj,
igy
det éj
Y= det A~

A fent levezetett formuldt Cramer-szabédlynak hivjak.

Példa: Oldjuk meg az

T 2z = 6
-3z + 4y + 6z = 30
- — 2y + 3z = 8

egyenletrendszert a Cramer-szaballyal!
Megoldas: Az egyiitthatématrix:

1 0 2
-3 4 6 |,
-1 -2 3
ennek determindnsas:
det A = 44.

A Cramer-szabalyban szereplé matrixok:

6 0 2
A= 30 4 6 |,
8 -2 3
1 6 2
A,=1| -3 30 6 |,
-1 8 3
1 0 6
As=| -3 4 30 |,
T -1 -2 8
és az 6 determindnsaik:
deté1:—40
deté2:72
det A, = 152,
igy
I O B
M= T MT g



