Matematika A2

11. feladatsor megoldasa

1. Irja fel az érintGsikot a Py pontban!
Tudjuk, hogy a z = f(x,y) fiiggvény érintGsikja a P, pontban a kovetkezd: f.(Po)(z — xo) +
fy(Po)(y — yo) — (2 — 20) = 0. Azaz lathatjuk hogy csupan a parcialis derivaltakra lesz sziikség a
feladat megoldasaban.

(a) 2 =22+ 42, Po(1,1,2)

Az adott pont a feliileten van, igy felirhat6 az érintésik.
fm = 2z, f’I'(PO) =2
fy:2y7 fy(PO):2

Az érint6sik egyenlete: 2(z — 1) +2(y — 1) — (z — 2) = 0.

(b) z = v4—$2—y2,P0(0,072)

Az adott pont a sikben fekszik, igy felirhat6 az érintGsik.

x
fm:—ma fz(PO):O
o= f,(P0) =0
Y 47127342’ vino

Az érint6sik egyenlete: O(zx — 1) +0(y — 1) — (z — 2) = 0.

(C) z=zy+T+Y, PO(L 71771)
Az adott pont a sikben fekszik, igy felirhaté az érintésik.

fx:y+1v fx(PO):O

fy:x+1, fy(PO):2
Az érint6sik egyenlete: O(z — 1) +2(y +1) — (z +1) = 0.

2. Hatarozzuk meg a megadott fiiggvények Osszes lokalis minimumat, maximumat, ezek helyét és a
nyeregpontokat is.
A lokalis szélsGérték létezésének sziikséges feltétele, hogy a parciélis derivaltak elttinjenek az adott
pontban. Emellett a létezés elégséges feltétel, hogy az adott a pontban a kovetkezs determinans
értéke pozitiv. Emellett ha f,, > 0, akkor lokalis minimumrol, mig f,, < 0 esetben lokalis maxi-
mumr6l beszéliink.

(a) flz,y) =22° + 3wy + 4y* — 5z + 2y
Elsszor ellendrizziik a sziikéges feltétel teljesiilését.

fe=4x+3y—5=0

fy=3c+8y+2=0

A fenti egyenletrendszer megoldasa: = 2, y = —1. Ezen pontban lehet a fiiggvénynek lokalis
szélsGértéke. Most vizsgaljuk a fenti determinanst.

fmx:4 fxy:fygg:?) fyy:8

Tehat a fenti determinans értéke a (2,—1) pontban : D = 32 — 9 = 27 > 0. Azaz a (2,—1)
pont lokalis minimum lesz, mivel f,, > 0.



(b) f(z,y) = 62> — 22° + 3y + bxy
El6szor ellendrizziik a sziikéges feltétel teljesiilését.

fo=122 — 622 +6y=0

fy=6x+6y=0

A fenti egyenletrendszer megoldéasa: x1 =0, y; = 0 és z2 = 1,yo = 1. Ezen pontokban lehet a
fliggvénynek lokalis szélsGértéke. Most vizsgaljuk a fenti determinanst.

fmg=12—12$ fzy:fymZG fyy:6

A fenti determinans értéke a (0,0) pontban: D = 36. Azaz a (0,0) pontban a fiiggvénynek
lokalis minimuma van, hisz fy; > 0. Tehat a fenti determinans értéke az(1, —1) pontban :
D = —36 < 0. Azaz az (1, —1) pont nyeregpont.

(c) fla,y) =a°+y* +32° — 3y* - 8
El6szor ellendrizziik a sziikéges feltétel teljesiilését.

fe=32>4+6z=0

fy=3y> =6y =0
A fenti egyenletrendszer megoldéasa: x1 = 0, y; = 0 és zo = 0,y2 = 2 és x3 = —2,y3 = 0 és
x4 = —2,y4 = 2. Ezen pontokban lehet a fiiggvénynek lokalis szélsGértéke. Most vizsgaljuk a
fenti determinénst.
Jea =62 +6 foy=fyu=0 f,,=6y—6

A fenti determinéans értéke a (0,0) pontban: D = —36 < 0. Azaz a (0,0) pont nyeregpont.
A fenti determinéns értéke a (0,2) pontban: D = 36 = 27 > 0. Azaz a (0,2) pont lokalis
minimum lesz, mivel f,, > 0, A fenti determinans értéke a (—2,0) pontban: D > 0. Azaz a
(2,0) pont lokalis maximum lesz, mivel f;, < 0. A fenti determinans értéke a (—2,2) pontban:
D < 0. Azaz a (2,2) pont nyeregpont.

@) fl@y) = sy
El6szor ellenorizziik a sziikéges feltétel teljesiilését.
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A fenti egyenletrendszer megoldasa: x = 0, y = 0 . Ezen pontban lehet a fiiggvénynek lokéalis
szélséértéke. Most vizsgaljuk a fenti determinanst. Ertéke a (0,0) pontban: D = 4 — 0 = 4.
Azaz a (0,0) pont lokalis maximum lesz, mivel f,, < 0.

3. Keressiik meg az f(x,y) = 22 +y? fiiggvény abszltit maximumat és minmumét az elss siknegyedbe
es6 haromszog alaku tartomanyon, amelyet az = 0, y = 0 és y 4+ 2z = 2 egyenesek hatéarolnak.
Egy fliggvénynek abszolut szélsGértéke lehet azon belsé pontokban, ahol a parcialis derivaltak értéke
0; illetve a tartomany hataran.

Elgszor vizsgaljuk a bels§ pontokat:

fe=2x=0 f,=2y=0

A fentiek alapjan a (0,0) pont szamitana belsé pontnak. De ez hatarpont, igy ennek a fliggvénynek
bels§ pontban nincs abszolit szélsGértéke.

Most kovetkezzék a hatar vizsgalata:

(i) z = 0 esetben f(0,y) = y%. Az igy keletkezett egyvaltozos fiiggvény szélscértékét vizsgalva azt
kapjuk hogy y = 0. Azaz a (0,0) pontban lehet abszolut szélsGérték.

(ii) y = 0 esetben f(z,0) = 22. Az igy keletkezezz egyvaltozos fiiggvény szélsGértékét vizsgilva azt
kapjuk, hogy x = 0. Most nem kaptunk tjabb potenciélis pontot.



(iii) y = —22 + 2 esetben f(z, —2x + 2) = 52? — 8z + 4. Az igy keletkezett egyvaltozos fiiggvény
szélsGertéket vizsgalva azt kapjuk, hogy = = 0,8, igy y = 0,4. Azaz a (0,8;0,4) pontban lehet
abszolit szélsGérték.

Emellett azt is tudjuk, hogy minden tartoméanyi csicspontban lehet abszolét szélsGérték, igy vizs-
galnunk kell még a (1,0) és (0,2) pontokat is.

A megkapott pontokat helyettesitsiik vissza a fliggvénybe, hogy megkapjuk a minimumot és max-
imumot. f(0,0) = 0,f(0,2) = 4,f(1,0) = 1,f(0,8;0,4) = 1. Azaz a fliggvénynek a (0,0) pontban

lesz minimuma, mig a (0,2) pontban maximuma.

. Egy lapos korlap alakt tanyér alakjat D = (z,y) : 22 + y? < 1 egyenlet irja le. A tanyért melegitjiik
tgy, hogy barmely (z,y) pontjaban a hémérséklet értéke T'(x,y) = 22 + 2y? — z lesz. Abrazoljuk
a hémérséklet néhény szintgérbéjét D-ben. Keressiik meg a tanyér leghidegebb és legmelegebb
pontjait!

Ebben a feladatban is a megadott fiiggvény abszolut szélsGértékét kell megkeresniink. Azaz elGszor
vizsgaljuk a lehetséges bels6 pontokat.

fo=20-1=0 f,=4y=0

A fentiek alapjan a (%, 0) bels6 pont egy lehetséges abszolot szélsGérték.
Most kovetkezik a hatar vizsgélata:
Paraméterezziik be a hatart polarkoordinatak segitségével.

r=-cos¢p, y=-sing

Ekkorf(¢) = cos® ¢ + 2sin® ¢ — cos¢ =. Az igy keletkezett egyvaltozos fiiggvénynek keressiik a
szélsGértékét,ami a kovetkez§ pontokban lehet: ¢ = —%’“; %’T; 0, . ezeket vissza kell helyettesiteni
az x és y helyébe, hogy megkapjuk a keresett (x,y) pontparokat. Ha ezek megvannak, akor behe-
lyettesitjiik a kapott pontokat az eredeti fiiggvénybe. A legnagyobb érték lesz a maximum, mig a

legkisebb a minimum.

. Keressiik meg az f(z,y) = xy és a g(z,y) = 222 + y? fiiggvények maximumét és minimumat az
22 +y? =4,y > 0 alaku félkoron!

Ez a feladat feltételes szélsGérték problémaéara vezet. Ezt Lagrange-multiplikator segitségével oldhatd
meg.

(i) A Lagrange-multiplikitor: h(z,y,\) = zy + A(@? + y? — 4). Ekkor h, = y+ 2z = 0, h, =
z+2 y =0, hy =22 +73% —4. Innen X\ = — = —%, ezért a maximum = = y = /2 esetén vétetik
fel, ahol a fiiggvény értéke 2. (ii) A g(z,y) fiiggvény esetében is hasonlé modon jarhatunk el.

. Oldjuk meg a kovetkezs feladatot!
Ez a feladat is feltételes szélsGérték keresésére vezet. Es ezt is Lagrange-multiplikatoros modszerrel
oldjuk meg.

(a) Mennyi a minimuma x + y-nak, ha zy = 16, y > 0?7 A lagrange-multiplikator: h(z,y,\) =
r+y+Axy—16). Ekkor hy =1+ y =0, hy, =14+Xz =0, hy =zy—16. Ennckazx =y =4
a megoldasa. Ekkor x +y = 8.

(b) Mennyi a maximuma zy-nak, ha  +y = 167

. Mekkorak a méretei a i—z + g—z = 1 ellipszisbe irhat6 legnagyobb keriiletii téglalapnak, ha az oldalai
parhuzamosak a koordinatatengelyekkel? Mekkora a teriilete?



