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Matematika A2 vizsga megoldasa Név:
2013. janius 11., 9-11., Epitémérnoki BSc szak Neptun kod:

Az utolsé harom feladatbol osszesen el kell érni 30%-ot!

1. (a) (3 pont) Definidlja az f(x,y) fliggvény y-szerinti parcialis derivaltjat az (xo,yo) helyen!
Megoldds: Az f(x,y) fliggvény y-szerinti parcialis derivaltjat az (xo,yo) helyen a kovetkezs hatar-

érték definialja:
f;(mo’yo) — lim f(‘ran) _f(g:07y0).
Y—Yo Y — Yo

Szavakkal elmondva az y-szerinti parcialis derivalt az (zo,yo) helyen a kovetkezs: rogzitett xg
mellett az f(zg,y) y-valtozos fliggvény derivaltja az yo-ban.

T4y
224y?

(b) (8 pont) Hol y-szerint parcialisan derivalhato az f(x,y) = fuggvény?

Megoldds: A megadott fiiggvény a (0,0)-ban nincs értelmezve, igy ott biztos nem létezik az y-
szerinti parcialis derivaltja. Minden egyéb (zg,yo) helyen létezik az y-szerinti parcialis derivalt,
hiszen ha (zo,y0) # (0,0), akkor az els6 valtozo rogzitése mellett kialakulod f(xzq,y) egyvaltozos

1(x34v3) —2y0(z0+yo)

fiiggvény derivalhato yo-ban, a derivalt itt f)(zo,y0) = T2
0 0

2. (a) (3 pont) Legyen V egy vektortér. Mikor mondjuk, hogy a W C V halmaz altere V-nek?

Megoldds: Egy V vektortér a W C V részhalmaz definicié szerint akkor altér ha § maga is vektor-
tér a V vektortér 6sszeadéasara és skaldrral valo szorzésara nézve. Szerencsére nem kell a vektortér
Osszes tulajdonsagat leellendrizni. Egy el6adason tanult tétel szerint W C V' pontosan akkor altér
ha zart az Osszeadasra és a skalarral valé szorzasra, vagyis két tetszéleges W-beli vektor 6sszege
és tetszGleges W-beli vektor tetszdleges skalarszorosa is W-ben van.

(b) (4 pont) Alteret alkotnak-e R3-ben azok a vektorok, amelyek legalabb egyik koordinatéja 0?
Megoldds: R3-nek az a W részhalmaza, amely azokat a vektorokat tartalmazza amelyeknek leg-

alabb az egyik koordinatdja 0 nem alkot alteret, mert példaul az (1,1,0) és (0,0,1) vektorok
W-ben vannak de az 6sszegiik (1,1,1) nincs W-ben.

3. (7 pont) Mondja ki és bizonyitsa be az alternalo végtelen sorra vonatkozd Leibniz-kritériumot!

Megoldds: Legyen a, > 0 és nézzik az a; — ag + az — ... alternéld sort. A Leibnitz-kritérium azt
mondja ki, hogy ha a,, monoton cstkken és lim,,_, o, a, = 0, akkor az el6bbi alternal6é sor konvergens.



A bizonyitas a kovetkezs:

Legyen s,, a fenti alternalo sor els6 m tagjanak az osszege. Akkor konvergens az alternald sor (mint
minden sor), ha a részletosszegekbdl allo s, sorozat konvergens. El6szor vizsgaljuk meg az s, sorozat
péros sorszamu elemei altal alkotott so,, részsorozatot. Ennek elemei a kovetkezSképpen irhatoak:

Som = (a1 - az) + (a3 - a4) + -+ (agm,l — agm).

Vegyiik észre, hogy mivel a,, monoton csokken, ezért a fenti kifejezés minden zéarédjele kiilon-kiilon
pozitiv. Ez mutatja, hogy so,, részsorozat monoton novekszik. A kivetkezd atiras is fontos:

Som = a1 — (a2 —ag) — (a4 — as) — -+ — (@2m—2 — G2m) — A2m.

Amibél az a, monoton csokkenése és a,, > 0 miatt az kovetkezik, hogy so,, < ay. Osszességében azt
kaptuk, hogy az sa, részsorozat monoton névekszik és feliilrd] korlatos, vagyis konvergens (el6z6 féléves
tétel szerint). Mar csak azt kell belatni, hogy az so,,+1 paratlan sorszamu elemek alkotta részsorozat
is konvergens és ugyanoda tart ahova a paros sorszamu elemek so,, részsorozata. Ez pedig adodik a
kovetkezd atirasbol és onnan, hogy az a,, sorozat (és igy persze a1 is) 0-hoz tart ahogy n — oo:

lim $opy1 = lim (S + apy1) = lim S, + lim a1 = lim sopp,.

n— o0 n—oo n—oo n—oo n—oo
0 ha-7m<x2<0

v haO<z<n 27 szerint periodikus fiiggvény Fourier-soranak

. (7 pont) Hatarozza meg f(x) = {

els6 négy nemnulla tagjat!

Megoldds: A fiiggvény a képlet szerint (—,0]-ban 0 mig (0, 7]-ben z. Ezt kell aztan kiterjeszteni a
teljes szamegyenesre a 27 periddikussagot kihasznalva (megjegyzem, hogy gyakori hiba, hogy ezt a
kiterjesztést rosszul végzitek el, igy példaul nem veszitek észre, hogy (m, 27]-ben 0 a figgvény). A fiigg-
vény felrajzolasa utan érdemes végiggondolni, hogy nem-e paros vagy péaratlan a fliggvény, mert ha
igen, akkor kevesebbet kell szamolnunk. Most sajnos egyik sem igaz, ezért definicié szerint szamolunk.
Kihasznéalva, hogy a 0 szakaszokon 0 az integral adodik:

2m ™ ™
ap = S f(z)dx S f(z)dx !
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A fenti képlet tomoren kifejezi, hogy a péaros indexti ay, egyiitthatok 0-k. Igy az

ag + Z (a, cos(kx) + by sin(kx))
k=1

Fourier sor els6 4 nemnulla tagja a kévetkez6:

~ 2cos(z) sin(2x) .

+ sin(z) — 5

s
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5. Legyen
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(4 pont) Hatarozza meg az A matrix sajatértékeit, sajatvektorait!

Megoldds: El6szor a matrix sajatértékeit szamoljuk, amik a det (é - ) karakterisztikus polinom
gyokei. A karakterisztikus polinom (a determinénst a harmadik sor szerint kifejtve szdmoljuk):

2—-A 1 0

det(A-A)=| 1 2-a 0 :(1—)\)‘
0 0 1—A

2-A 1 ’:(1—/\)((2—/\)2—1).

1 2—-A

Szorzat akkor 0 ha valamelyik tényezGje 0, igy a karakterisztikus polinom gyckei \; = Ay = 1
(kétszeres gyok), Az = 3.

A )1 = Xy = 1 sajatértékhez tartozo sajatvektorok az (é —-1-1 ) v = 0 homogén lineéris egyen-
letrendszer megoldasai. Egész pontosan a megoldasok egy alteret alkotnak, aminek egy bazisat
szeretnénk kijelolni. Az emlitett egyenletrendszer Gauss eliminacidja a kovetkezd:

1 1 0]0
1 10|0 ~ (1.1 0]0).

0 0 0]0

Amibél az 6sszes megoldas az {(—s, s,t), s,t € R} alaku vektorok (a masodik és harmadik oszlop-
ban nincs vezéregyes igy a hozzajuk kapcsolodo valtozok szabad paraméterek, mig a vy kifejezése
adodik az egyenletbdl). Ebben az altérben bazist alkotnak az (1,—1,0) és (0,0,1) vektorok (t6-

moren azt mondhatjuk, hogy ezek az 1 sajatértékhez tartozo sajatvektorok).

A A3 = 3 sajatértékhez tartozo sajatvektorok az (é -3-1 ) v = 0 homogén linearis egyenlet-
rendszer megoldasai. Az emlitett egyenletrendszer Gauss eliminacioja a kovetkezs:

-1 1 0 |0 110 1o
L —10 (0] ~ (o o 5l0)
0 0 -2/0

Amibél az Gsszes megoldas az {(s, s,0), s € R} alaka vektorok. Ebben az altérben bazist alkot az
(1,1,0) vektor (t6moren azt mondhatjuk, hogy ez a 3 sajatértékhez tartozo sajatvektor).

Osszefoglalva az 1 kétszeres sajatérték (1,—1,0) és (0,0,1) sajatvektorokkal (megjegyzem, hogy
el6éfordulhatott volna, hogy annak ellenére, hogy a sajatérték kétszeres multiplicitdsa csak egy sa-
jatvektor tartozik hozza, mas szoval a sajataltér csak egydimenzios), mig a 3 egyszeres sajatérték
(1,1,0) sajatvektorral.

(3 pont) Diagonalizalja az A matrixot (azaz hatarozza meg azt a D diagonalis matrixot és P
invertalhaté matrixot, melyre D = P! AP)

Megoldds: Egy négyzetes maétrixot gonto?m akkor tudunk diagonizélni, ha taldlunk oszlopszam
darab fiiggetlen sajatvektort. Ilyenkor ezeket oszlopba rakva adodik a P matrix:

1 1 0
1 -1 0
0 0 1



A diagonizalo egyenlethez sziikséges ennek a matrixnak az inverze (ami ha talaltunk elég fiiggetlen
sajatvektort akkor biztosan létezik), amit vagy az adjungalt matrixos képlettel vagy a kovetkezs
Gauss-eliminacios képlettel lehet kiszamolni (igy eliminalunk, hogy a baloldalon alakuljon ki az
egységmaétrix, ekkor a jobboldalrél az inverz leolvashato):

1 1 0]1 0 1 1 0]1 00
1 =1 0/0 1 0 ~ 0 -2 0|-11 0 ~
0 0 1/0 0 1 0 0 1/0 01
11 0]1 0 0 1002 L 0
01 0|2 -1 9 010%210

~ 2 T2 ~ 2 T3
00 1/0 0 1 00 1/0 0 1

Ezzel figyelembe véve azt, hogy milyen sorrendben pakoltuk be a sajétvektorokat P-be az D =
£71A£ diagonizald egyenlet a kévetkezd alakot Olti:

300 %%0 2 10 1 1 0
010]|=|35 -3 0 1 20 I -1 0
00 1 0 0 1 00 1 0 0 1

Megjegyzem, hogy az invertdlast elkeriiljiik ha ortonorméalt rendszerként (paronként merdleges
egységhosszu vektorok) vessziik fel a sajatvektorokat (ha szimmetrikus a méatrix, akkor ez mindig
megtehetd). A kritikus résznél, vagyis a kétszeres sajatértéknél "véletlentl" sikeriilt meréleges bé-
zist valasztani, igy a 3 kivalasztott sajatvektor meréleges egymasra, igy ha az eredeti sajatvekorok
helyett az (%, %70)7 (%7 —%, 0), (0,0,1) sajatvektorokkal képezziik az P matrixot, akkor ?Lz
invertalast megoldhattuk volna transzponaléassal is, vagyis a sorok és oszlopok felcserélésével. En
ha lehet ezt a megoldést javaslom.

6. (6 pont) Hatarozza meg a z = 2 + y? forgasparaboloid azon pontjat, ahol az érintésik parhuzamos a
2z + 2y + z = 3 sikkal!

Megoldds: Két sik pontosan akkor parhuzamos, ha a normélvektoraik parhuzamosak. Az 2z +2y+2z = 3
sik normalvektora a (2,2, 1) vektor. Igy keressiik a sik azon pontjait, ahol a z = x?4y? forgasparabolo-
id érint6sikjanak normalvektora parhuzamos a (2,2,1) vektorral. Az érintGsik norméalvektora az (z,y)
pontban (f;(z,y), f,(x,y), —1) ami jelen esetben (2z,2y,—1). Utobbi pontosan akkor parhuzamos a

(2,2,1) vektorral ha (x,y) = (—1,—1). Igy ez a keresett pont.

7. (6 pont) Hatarozza meg az f(x,y) = 222 + y? — 22y + 42 — 2y + 5 fiiggvény szélsdértékeit!

Megoldds: Lokalis szélsGértékeket kerestink (globalis szélsGérték meghatarozasahoz végtelenbe vett ha-
tarértéket is figyelembe kellene venniink, amivel most nem foglalkozunk). A fiiggvény mindeniitt deri-
valhato, ezért ott lehet lokalis szélsGérték ahol a parciélis derivaltak 0-k, vagyis azon pontokban ahol

folz,y) =4z -2y +4=0¢s fy(z,y) =2y — 22 -2 =0.

A fenti most linearis egyenletrendszernek a (—1,0) pont az egyetlen megoldésa. Igy itt lehet csak lokalis
szélséérték. Abban, hogy eldontsiik tényleg van-e, és ha van akkor milyen lokalis szélsGérték a méasodik
derivaltakbol all6 Hesse-matrix segit:

" " 4 -9
o= (% £)-(5 7)
ve Fuy -2 2



A Hesse matrix most konstans, igy a (—1,0) pontban a fenti matrix. Ennek a determinansa 4 - 2 —
(—=2)-(—=2) = 4 > 0 tovabba a bal fels6 sarokban is pozitiv szam 4all, igy megallapithatjuk, hogy lokalis
minimuma van a fiiggvénynek a (—1,0) pontban.

. (7 pont) Hatérozza meg az f(z,y) = 22 fiiggvény kettds integraljat a T = {(z,y) : 22+ < 100,z > 0}
tartoméanyon!

Megoldds: T a 10 sugarti origd kozéppontu korlapnak az y-tengelytsl jobbra esd része. Emiatt érdemes
polarkoordinatas helyettesitést csinalnunk. Azaz x = r cos p, y = rsin ¢, mig a Jacobi-méatrix determi-
nansanak abszolutértéke: r. A feladat szovege alapjan felirhatéak a hatarok: 0 <r < 10, 5= < < 7.
Igy a kettdsintegral:

3 10 3
// 22 dzdy = / / r2 cos® () - drdp = / 2500 cos? (i) de
T —% 0 _%

(B

n(20)1 %
1250(1 + cos(2¢)) dip = 12507 + 1250 [Sm(f)} — 1250

jus ™
2 2

. (7 pont) Hatérozza meg az f(x,y, z) = x fliggvény harmasintegraljat az A(0,0,0), B(1,0,0), C(0,1,0)
és D(0,0,1) cstcst tetraéderen! (Segitség: a B, C' és D pontokon atmend sik egyenlete: x +y + z = 1)

Megoldds: Norméaltartoményon kell integralni, amely a hatarok megfelels felvételével konnyen elvé-
gezhetS. A lenti levezetés tobb helyen kihasznéalja, hogy konstans fliggvény egyvaltozos integralja a
konstans megszorozva az integralt intervallum hosszéaval.

1 1—x —x—y 1—x
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