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Matematika A2 vizsga Név:
2014. majus 27., 10-12., Epitémérnoki BSc szak Neptun kod:

Az utolsé harom feladatbol osszesen el kell érni 30%-ot!

1.

(a) (3 pont) Definialja az >, a, végtelen sor konvergenciajat!
Megoldds: Jeldlje s, az ai + - -+ + a,, részletdsszegek sorozatat. A > °° | a, sor pontosan akkor
konvergens, ha az s,, részletosszegek sorozata tart egy véges L szamhoz.
Formélisan Y 7 | a, = L <= lim,_,00 5, = L.
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(b) (3+2 pont) Mutassa meg, hogy a Z ( 2n) sorozat konvergens! Szamitsa ki az értékeét!
n=1
Megoldds: A sor konvergencidjat legegyszertibben ugy lathatjuk be, hogy észrevessziik, hogy a sor
Leibniz-tipusia. Hiszen (—1)™ alternal6, a 1/2™ pedig monoton cs6kkenden tart 0-hoz. Tehéat a sor
kornvergens.
Egy masik lehetGség az, hogy koézvetleniil kiszamoljuk, hogy a sor hova tart. Mivel ez a masik
feladat, ezért bizonyos értelemben ez gazdasagosabb. A sor egy mértani sor (azaz » .., aq™ alaku),
melynek ¢ = —1/2 kvociense abszolutértékben kisebb mint 1, tehat a hanyados kritérium alapjan
tudjuk, hogy konvergens, és tart a aﬁ. Jelen esetben a = —1/2 és ¢ = —1/2 azaz a sor a —1/3.
(a) (2 pont) Definidlja az f(x,y) fliggvény (zo,yo)-ban vett gradiensét!
Megoldds: Tegytik fel, hogy az f(x,y) fuggvény mindkét parcidlis derivaltja létezik az (xo,yo)
pontban. Ekkor a gradf(zo,yo) = (f1(%0,%0), f(z0,90)) vektort gradiensvektornak hivjuk.
(Itt az f1(xo,yo) = limy_z, %ﬁwoyo) illetve f1(x0,yo) = limy_y, W az z- illet-
ve y- szerinti parcidlis derivaltakat jellnek.)
(b) (2+4 pont) Mit mutat meg a gradiens geometriailag? Bizonyitsa be a kimondott allitast!
Megoldds: Lasd Tobbvaltozos fiiggvények jegyzet 4-5 oldal.

(a) (8 pont) Hogyan definidljuk a V skalarszorzatos vektortérben az u és v vektorok altal bezart

szoget?
Megoldds: Az u,v € V vektorok altal bezart szog alpha, ahol
<u,v >
cosQu = ————.
[ull - [Jv]|
(A fenti definici6 értelmes, mert
| <u,v > | < 1.)
[ull - []v]]

(b) (38 pont) Legyen az R*-ben az u = (uy,us,us, us) és v = (vy,vs,vs,vy) vektorok skalarszorzata
< w, v >= ugv1 +ugvs +uzvs +uqgvs. Hatdrozza meg az u = (2,1, 3,2) és v = (1, —1,2,0) vektorok
altal bezart szoget!

Megoldds: Az (a) rész értelmében hatarozzuk meg cos o értékét. Ez
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Ebbél a = arccos 3= 47,65

4. (6 pont) Hatarozza meg az f(x) = ch2zx fliggvény 0-koriili Taylor-soranak els6 négy nemnulla tagjat!

2z

Megoldds: Tudjuk, hogy ch2x = % Ezért elegendd meghatarozni az e2* és az e~ 2% fiiggvények

0 koriili Taylor-sorat. Ezek

oo
2x __ (2‘7")n
€ _Z n!
n=0
és -
—2x __ (_Qx)n
€ _Z n!
n=0

Vegyiik észre, hogy a paratlan indext tagok kiesnek. Az Osszegiik tehat

(2z)2  (22)*  (22)°
2!) + 4!) + 6!)

ch2z =1+ + .

Ebbdl kénnyen leolvashato, hogy az elsé 4 nem nulla egyiitthato rendre: 1, 2,2/3,4/45.

5. (7 pont) Hatarozza meg Cramer-szaballyal az alabbi egyenletrendszer megoldasat!

2c+3y—z=>5
3r—y+z2=4
x—2y—4z=-15

Megoldds: Elkészitve a linearis egyenletrendszerhez tartozoé egyiitthaté martixot, majd a Gauss-eliminacioé
lépéseit végezve a kdvetkezst kapjuk.

2 3 -1
A=|3 -1 1
1 -2 —4

Ennek determinansa: 56. A b = (5,4, —15)7 oszlopvektort rendre az A matrix 1.,2.,3. oszlopaval he-
lyettesitve adodik:

5 3 -1
A L= 4 -1 11,
—-15 -2 —4
ennek determinansa: 56;
2 5 —1
éQ =13 4 1],
1 15 —4
ennek determinansa: 112;
2 3 5
ég = 3 -1 4 1,
1 -2 =15
ennek determinansa: 168.
det Aj
A Cramer-szabaly értelmében: x; = =-=¢. Tehat a megoldas: v; = 56/56 = 21/28 = 1, x5 = 112/56 =

2 és x3 = 168/56 = 3.



6. (7 pont) Legyen A =

1 2
2 1
sajatértékeit, sajatvektorait!

Megoldds: Elgszor kiszamitjuk a szorzatot

c-a-(33)(10)-(3 1)

A maértix inverzét vagy Gauss-eliminacidval vagy adjungaltak segitségével szamithatjuk ki. A mésodik
modszer itt cérevezet6bb. Mivel a métrix determinansa a 3, igy adédik:

X 2 1
e = 5% 2 ).
3 3

Majd megoldjuk a sajatérték problémat, azaz kiszamitjuk a g_l — Al determinénséat. Ez esetlinkben

és B = < (1) (1) ) Hatérozza meg a C' = AB matrix inverzének

Q

L 4.1
3= -+
1 2
3 3 33

Ennek a gyokei A\ = %7 Ao = 1. Ekkor a sajatvektorok meghatarozasihoz behelyettesitiink:

1. eset:

Ekkor a Aj-hez tartozo a sajatvektor v = (x, —x) alakt. (pl: (1,—1)) 2.eset:

11
(21 3)
3 73
Ekkor a Ag-hez tartozo a sajatvektor ve = (x,x) alaka. (pl: (1,1))

. (7 pont) Hatarozza meg az egységnyi térfogati téglatest koziil a legkisebb felszintt!

Megoldds: Legyenek a téglatest oldalai rendre z,y és z. Ekkor a feladat feltétele szerint: zyz = 1,
x,y,z > 0. Cél meghatarozni a minimumat az f(z,y, z) = 2(xy + yz + 2x) figgvénynek (ez a felszin).
A feladatot megoldhatjuk Lagrange-multiplikitor modszerrel a g(z,y, 2) = zyz — 1 = 0 feltétel mellett.
Legyen h(z,y, 2z, \) = f(z,y,2) — A\g(x,y, 2) = 2(xy + yz + zx) — A(zyz — 1). Szamitsuk ki a 4 valtozo
szerinti parcialis derivaltakat. A feltétel szerint mindegyikben el kell tiinnie a fiiggvénynek, azaz

0= ha:(x7yazv>‘) = 2(y + Z) - )\(yZ),
0= hy(z,y,2, ) =2(x+ 2) — ANzz),
0= hz(mayaza)‘) = 2(‘/1" + y) - )\(.’L‘]j),

0= hx(z,y,2,\) = (xyz — 1).
Az els6 harom egyenletbdl ((a)-(c)) adodik, hogy

)\:2(y+z) 2 +z2) 24y

Yz Tz zy



azaz 1 1 1 1 1 1
AM2=—-4+-=—-+-=—-+—.
y z T z y =T

Ebbdl azonnal adodik, hogy a fliggvény szélséérték helye akkor van, ha x = y = 2. Ekkor a (d)
egyenletbdl jon, hogy zyz = 23 = 1, azaz * = y = z = 1. Ekkor a téglatest egy kocka, és a felszine
201+1+1)=6.

Még le kell ellenérizni, hogy ez valéban minimum hely. Ehhez elegend6 egy tetszéleges més pont
harmasra kiszamolni a felszin értékét. Legyen «/ = 1,3/ = 1/2, 2’ = 2, ekkor z'y’2’ = 1 automatikusan
teljesiil. A felszin értéke pedig 2(2+1/2+1)=7.

Tehat az © = y = z = 1 val6ban lokalis minimum hely és mivel ez az egy minimum helye van az f

goérbének, ez globalis is.

. (7 pont) Hatarozza meg az f(x,y) = y>/% — 23/? fiiggvény altal generalt feliilet felszinét a D = {(z,y)
0<z<2,2<y<4} tartomany felett!
Megoldds: A felszin kiszamitasahoz hazsnaljuk a kovetkezd képletet:

Mﬁ://;h+ﬁ+ﬁmw

A D tartoméany a [0, 2] x [0, 4] téglatestnek az © = y egyenes folotti része. A parcialis derivaltak konnyen
kiszamolhatoéak:

fx:_gml/Qa
_ 31
fy—2y .

Tehat az integranus: |/1+ f2 + f2 = /1 +9/4x + 9/4y. Tehat az felszin a kovetkezd alakot Slti:

2 4 9 9
A(f :/ / \/1+ -z + —ydydz.
4
[ 9 9 3 /4
/ 1+fz+fydy:f/ — 4z +ydy =
- 4 4 2 9 (1)

4
3 9r4 st A0 4 32
S s 2 _ (2 og)32)
5 3{(94””“’) L,:m (g +2)"" = (g +22)

Kiilon kiszamolva az

Tehat

A(F) = /02((40/9 + )32 (4)9 + 20)¥/2)dz — /02(40/9 +2)¥2dg — /02(4/9 +22)32dg =

2
=

~o/5[(0/9 +a)°2)"_ —ay5[(as9+2m?)

=2/5(((58/9)°/ — (40/9)°/2) — (40/9)°* — (4/9)°/%)) = 2/5 - (58/9)°/ — (4/9)"/*.

. (6 pont) Legyen a D = {(z,y,2) : 2% + y*> + 22 < 100,z > 0} félgdmb siiriségfiiggvénye f(x,y,z) =
2% 4+ y? + 2. Hatarozza meg D tomegét!
Megoldds: A tomeg (m) meghatéarozasahoz integralni kell a stirtiségfiiggvényt adott az térfogati testben,

amely most egy félgbmb. Tehat
m = /// f(z,y, z)dzdydz
D



mennyiséget kell meghatarozni.: A gdmbkoordinatas helyettesitést alkalmazzuk. Ekkor y/x2 + y2 + 22 =
r Az 0j valtozok:

0<u<m/2,
0<v < 27,
0<r<10.

A valtozok igy irhatoak: © = rsinwu coswv,
Yy =rsinusinwv,
Z = T COSU.

Azaz (z,y,2) = g(r,u,v) = (g1(r,u,v), g2 (r,u,v), g3(r,u,v)) = (rsinwucosv, rsinusinv, r cosu) Ekkor
a Jacobi determindns abszolutértéke:

991 991 Og1

oz Oy 0z sin u cos v sinu sin v COS U

Jl = 992 992 9g2 | _ . ; —_rg — 2 i

I =| 3% S5 F2 |=| rcosucosv rcosusinv —rsinu |=r"-[sinul.
993 Ogs 9gs —rsinusiny rsinwucosv 0

Oz oy 0z

Az integral ekkor a kiovetkez6 képpen irhato fel:

T 27 10 7/.5 10 .
/ / / r? . r? sinudrdvdu = 27 - [—} . [ — Cos u] = 800007r.
u=0 Jv=0 Jr=0 5 lr=0 u=0



