1.

(a)

Matematika A2 vizsga mgeoldasa
2013. janius 4.

(3 pont) Definidlja az f(z,y) figgvény hatarértékét az (xo,yo) helyen!

Megoldds: Legyen D C R?, f: D — R. Legyen az f(z,y) fiiggvény értelmezve az (xq,yo) pont ko-
riili kicsi koron legfeljebb az (z0, yo) pontot kivéve. Ekkor azt mondjuk, hogy az f(z,y) fliggvény
hatarértéke az L szam, ha minden ¢ > 0 esetén létezik olyan 6 > 0 szam, hogy |f(z,y) — L| < ¢,
ha 0 < /(z —20)2 + (y — y0)% < 6.

(4 pont) Konvergens-e az f(x,y) = nyy‘“ (z,y) # (0,0) fuggvény az (xg,yo) = (0,0) helyen?

Megoldds: Kozelitsiink az origoba kiilonb6z6 m meredekségii egyenesek mentén (azaz y = mzx).
Tudjuk, hogy ha a fiiggvénynek létezik a megadott pontban hatarértéke, akkor annak utfiigget-
lennek kell lennie. Ezek alapjan

3y ) >max m

lim —— = lim = .
(z0,90)—(0,0) 22 +yt  2=0 2t + (mx)t 1+ m?

Azaz a fenti hatarérték fiigg m-t6l, ami egyben azt jelenti, hogy a fliggvény hatéarértéke a fenti
pontban fligg attol, hogy milyen meredekségii egyenes mentén tartunk az origoba, igy nem létezik.

(8 pont) Definiélja, hogy mikor mondjuk, hogy a v;,vs,...,v, vektorok a V vektortérben linea-
risan fiiggetlenek!

Megoldds: {vy,vq,...,v,} €V vektorok linearisan fiiggetlenek, ha a Adjv; + Aavy + -+ Apv,, =0
egyenletnek csak trivialis megoldasa van, azaz A\y = --- = A\, = 0.

(3 pont) Igaz-e, hogy R3-ben a v, = (3,2,1), vy = (1,1,1) és vy = (—1,2,1) vektorok linedrisan
fliggetlenek?

Megoldds: A vektorok linearis fliggetlenségét a fenti definicio alapjan ellendrizziik, azaz megoldjuk
a AUy + A2vy + A3vs = 0 egyenletrendszert. Azaz

31 110 1 1 110 1 1 110 1 1 1
21 210 ~ 2 1 210 ~ 0 -1 00 ~ 0 -1 0
11 110 31 =110 0 -2 —410 0 0 —4

A fenti Gauss-eliminacio 1épései: elGszor megceseréljiik az els§ és harmadik sort; majd a masodik
sorbol kivonjuk az elsd sor kétszeresét, a harmadikbol pedig az els§ sor haromszorosat; végiil pedig
a harmadik sorbol kivonjuk a masodik sor kétszeresét.

A fenti alakbol leolvashatd, hogy az egyenletrendszer egyetlen megoldésa: Ay = 0, Aoy = 0 és
A3 = 0. Azaz a vy, v,y és vg lineérisan fiiggetlenek.
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3. (7 pont) Mondja ki és bizonyitsa be a pozitiv tagi Z an végtelen sorra vonatkozoé gyokkritériumot!

Megoldds:
Allitas:Legyen Z an csupa pozitiv tagbol allo végtelen sor. Tegyiik fel, hogy lim {/a,, = o. Ekkor
n—oo

(a) Ha p < 1, akkor Z ay, konvergens.

(b) Ha p > 1, akkor Zan divergens.

(c) Ha p =1, akkor a kritérium nem alkalmazhato.
Bizonyitas:

(a) Ha lim {/a, = o < 1, akkor rogzitett o < r < 1 esetén létezik alkalmas pozitiv egész N szam,

n—oo
hogy n > N esetén /a, < r,azaz a, < r'. Meg kell mutatnunk, hogy az s,, n-edik részletosszegek

feliilrsl korlatosak.
n:al+"'+GN71+GN+GN+1+"'+CL7;<CL1+"'+(1N71+7"N+7"N+1+"'+7"n<
TN

<art-ctay o+t HrTT b <o ava T

(b) Ha lim /a, = o > 1, akkor létezik N alkalmas pozitiv egész, hogy n > N esetén /a, > 1
n—oo

teljesiil, azaz lim a,, # 0, azaz Z an divergens.

oo

1
(c) Z — esetén lim {/+ =1 és a sor divergens. Mig Z — esetén lim {/-5 = 1 és a sor konvergens.

Tehat ebben az esetben a kritérium nem segit a dontesben

o0
2n
4. (6 pont) Hatarozza meg az Z E(:r + 1)" hatvanysor konvergenciatartomanyat!
n=1 gn
Megoldds: A fenti hatvanysor kozéppontja zo = —1 és egyiitthatoja ¢, = —. A konvergenciatarto-

many meghatarozasdnak els6 1épése a konvergenciasugar meghatéarozasa. Tudjuk, hogy

1 2n
R lim /¢, = lim {/— = lim

= 2.
n— o0 n— 00 n2 n—oo \/n

Azaz R = 1/2 lesz a konvergenciasugar. Tehat a (—1—1/2; —1+1/2) = (—=3/2; —1/2) nyilt intervallum
biztosan része a konvergenciatartomanynak. De még meg kell vizsgalnunk mi a helyzet az intervallum
két végpontja esetén.

Ha z = —3/2, akkor a

1
végtelen sort kapjuk, ami eljelvalto, és igy a Leibniz-kritétium alapjan konvergens (hisz 3 monoton

csokkenve nullahoz tart).
Mig ha x = —1/2, akkor a

> 2 >
7_,_|_1 — _
n:ln n:1n2



végtelen sort kapjuk, ami konvergens.
Tehat a konvergenciatartomany a [—3/2; —1/2] zart intervallum.

5. (6 pont) Szamitsa ki a

O~ =N
=N O W
— o N O
W = W

determinanst!

Megoldds: A determinanst a harmadik oszlop szerint célszeri kifejteni, mert az jar a legkevesebb sza-
moléssal.

i g g g 2 3 4 2 3 4
—(=2)-|1 2 4|+1-/4 0 3|=
120 0 4 3 12 4
04 -1 3
=(=2)-[(124+0+16) — (0+32+9)] +1-[(0+9+32) — (0412 +48)] = (=2) - (~13) +1-(-19) =7

9 3

6. (a) (4 pont) Hatarozza meg A = < 3 17

> . matrix sajatértékeit, sajatvektorait.
Megoldds: El6szor a matrix sajatértékeit szamoljuk, amik a det (é - AL ) karakterisztikus poli-
nom gyokei. A karakterisztikus polinom:

9—-A 3

det (4 - M) :‘ 3 17—\

‘ =(9—=XN)(17=X) —9 =A% — 26\ + 144.

A karakterisztikus polinom gytkei: A\; = 8 és Ay = 18.

Ezek utan kovetkezik a sajatvektorok kiszamitasa, ami minden esetben az (é - AL ) v = 0 homogén
lineéris egyenletrendszer megoldasa.

Azaz A\ = 8 esetén
1 30 N 1 3]0
3 9|0 0 0|0 /-

A fenti Gauss-eliminaci6 1épései: kivonjuk az elsé sor haromszorosat a mésodik sorbdl. Ezek alap-
jan kapjuk, hogy a v sajatvektor masodik vy koordinatija tetszélegesen megvélaszthatd, mig az
elsg koordinata a masodik (—3)-szorosa. Azaz v = (—3t;t), ahol ¢t € R.

Ay = 18 esetén
-9 310 3 —-110
3 —-110 0 0|10 /-

A fenti Gauss-eliminécio lépései: el6szor megeseréljiik a kér sort, majd kivonjuk az els6 sor harom-
szorosat a masodik sorbol. Ezek alapjan kapjuk, hogy a v sajatvektor masodik ve koordinataja
tetsz6legesen megvalaszthato, mig az elss koordinata a masodik 1/3-szorosa. Azaz v = (t; 3t), ahol
teR.



(b) (4 pont) Abrazolja a 922 + 6xy + 17y? = 1 egyenletnek eleget tevé pontokat!

Megoldds: A fenti egyenlet a kévetkezs alakba irhato:

oo (38) ()

Azaz az (a)-részben 1év6 A matrixot kell transzformalnunk ahhoz, hogy felismerhessiik, milyen
gorbét ir le az egyenlet. Tudjuk, hogy A szimmetrikus, emiatt létezik egy ortogonélis P matrix,

ami 6t diagonalizalja.
_( —-3/v10 1/V10
=\ 1vio 3/vio

8 0
p=pae=(g )

P-D- §T~ Igy ha végrehajtjuk az

) 3V VD
i) = (Vi S )

transzformaciot (ez mutatja meg, hogy az z, y tengelyt milyen iranybe kell transzformalnunk),
akkor az eredeti egyenletiink a

[

A fenti formulat atrendezve kapjuk, hogy A =

8(z")? +18(y')* =1
alakba irhato, ami egy ELLIPSZIS-t hataroz meg.

7. (7 pont) Hatérozza meg az f(z,y) = 4ry fiiggvény maximumat az z* + y* = 1 egyenletnek eleget tevd
gorbén!

Megoldds: A feltételfiiggvény tehat a kovetkezs: g(z,y) = x* +y* — 1 = 0. Képezziik a h(z,y,\) =
f(z,y) — Ag(z,y) fiiggvényt, és ennek keressiik meg azon pontjait, ahol a paricalis derivaltak elttinnek.
W (x,y,\) = 4y — X - 42®, bl (x,y,\) = 4o — X - 4y°, mig B} (z,y,\) = —z* — y" + 1. Azaz meg kell
oldanunk a

dy—X-42° =0 4z — X447 =0 —zt—yt41=0
egyenletrendszert. Kifejezve az els két egyenletbdl A-t kapjuk, hogy A = %% illetve A = y% Ezen két

egyenletet egyenlévé téve kapjuk, hogy y* = x%, azaz |y| = |z|. Ezt visszahelyettesitve a harmadik

egyenletbe: —22* +1 =0, azaz * = 0,5. Ennek megoldasai: z1 = /0,5 és o = —+/0,5. Azaz megha-
tarozva az y értékeket is kapjuk, hogy a lehetséges szélsérték-helyek: (+/0,5; 4/0,5), (1/0,5; —+/0,5),
(— /05 W05) és (—4/0,5; —/0.5).

Ezekben a pontokban kell tehat megvizsgalnunk a fiiggvény helyettesitési értékeit:
f(V0,5; 1/0,5) = 43/0,5  f(1/0,5; —=1/0,5) = —4,/0
f(=+/0,5; V/0,5) = —44/0,5 —+/0,5; —/0,5) = 44/0

Tehat a keresett feltételes maximumbhelyek: (1/0,5; 1/0,5) és (—+/0,5; —+/0,5), mig a maximum értéke
4,/05.



8. (7 pont) Hatarozza meg az f(x,y) = m fliggvény kettds integraljat a T = {(x,y) : 1 < 2% +y? <
4,z +y < 0} tartomanyon!

Megoldds: Felrajzolva a tartomanyt azt lathatjuk, hogy T egy korgytird része. Igy polarkoordinatas
helyettesitést hajtunk végre. Azaz x = rcos, y = rsin¢, mig a Jacobiméatrix determinéansa: |J| = r.

3 T
A feladat szdvege alapjan felirhatoak a hatarok: 1 <r < 2, Zﬁ <p< Zﬂ Igy a kettdsintegral:

dzd drdp = - drdyp =
//1+x2+y = / /HQTH@ //HQT@

:%/4 In(1+ 72 )] de = (In5 — ln2/ ldp =7 (In5—-1n2).
3
1

9. (6 pont) Hatarozza meg az f(x,y,z) = y figgvény harmasintegraljat a T = {(x,y,2) : =1 < z <
1,-1<y<1,-1<z <1} kockan!

Megoldds: Mivel kockatartomanyrol van szo, igy az integralas sorrendje tetszdSlegesen megvalasztha-

t6. Tehat a harmasintegral:

1,1 1 Lot et
///f(m,y,z) dxdydz:/ / / ydydxdz:/ / [} dzdz =
T —1J-1J4 2],
1,1
2/ / 0dxdz =0
—1J-1



