Matematika A2 vizsga megoldasa
2013. méajus 28.

1. (a) (8 pont) Definialja a Z a,, végtelen sor konvergenciajat!

2.

(a)

Megoldds: A Z an végtelen sor n-edik részletosszege s, = a1 + as + - - - + a,. Ha a részletdssze-

gek sorozata az L szdmhoz konvergal, azaz lim s, = L, akkor a E an végtelen sor konverges és
n—oo

Osszege L. Kiilonben a Z a, végtelen sor divergens.

o 2n+1+3n

o végtelen sor Gsszegét!

(3 pont) Szamitsa ki a konvergens
n=1

Megoldds: A megoldas soran hasznaljuk a geometria sor Osszegképletét, azaz tudjuk, hogy

0o no
a
E aq” = 1q—,ha lg| < 1.
—q

n=ngo

Miel6tt ezt a formulat hasznalnank, elbb at kell alakitanunk a fenti kifejezést

= ontlpgn 2 /2.97 3 22" 13 & 2\" = /3\"

Itt az utolso elstti 1épésben felhasznaltuk, hogy mindkét geometria sor konverges, igy az eredeti
Osszeg szétbonthatod két konvergens sor Osszegére. Azaz most mar hasznalhatjuk majd a fent

emlitett Osszegképletet.
n 2 .

iz ! n+i : %+ : =14+1=2
n=1 3 n=1 2 1— 1_%_ -

(8 pont) Definialja, hogy mikor mondjuk, hogy a by,b,,...,b, vektorok a V vektortér bazisat
alkotjak!

Megoldds: V vektortérben a by,b,,...,b, vektorok bazist alkotnak, ha minden v € V vektor
egyértelmtien irhaté a1b; + agby + - - - + a,b,, alakba, ahol a; € R.

(3 pont) Igaz-e, hogy R3-ben a v; = (2,3,1), vy = (1,—1,0) és v; = (3,2,1) vektorok bazist
alkotnak?

Megoldds: A harom vektor bézist alkot, ha linedrisan fiiggetlenek. Hiszen R3-ban minden ba-
zis 3 dimenzids, igy 3 linearisan fliggetlen vektor biztosan béazist alkot. A linearis fiiggetlenség
ellenérzéséhez kiszamoljuk a sorvektorokbdl &ll6 matrix rangjat, hiszen ez egyben megadja az
altaluk generélt sortér dimenziojat, azaz a linearisan fliggetlen vektorok szamat.

2 3 1 1 -1 0 1 -1 0 1 -1 0
1 -1 0 ~ 2 3 1 ~ 0 5 1 ~ 0 5 1
3 21 3 21 0 5 1 0 0 0



A fenti Gauss-eliminéci6 lépései: el6szor megceseréltiik az els§ a masodik sort; majd az els6 sor
kétszeresét kivontuk a mésodik sorbdl és az els6 sor haromszorosat kivontuk a harmadik sorbol;
legvégiil pedig a harmadik sorbdl kivontuk a masodik sort.

Tehéat a fenti matrixbol leolvashaté, hogy a sortér 2 dimenzids, azaz a fenti vektorok kozott csupan
kettd linearisan fiiggetlen, igy NEM alkotnak bazist. (Az hogy nem linearisan fiiggetlenek onnan
is latszott, hogy az els6 két vektor Gsszege kiadja a harmadik vektort.)

(a) (3 pont) Definidlja az A € R™™ matrix determinansat!

Megoldds: Az A = (asj),,,.,, matrix determinansa

deté = Z(—l)l(a)alg(l)agg@) ce a/na’(n)>

ahol az Osszegzés 1,2, ...,n Osszes permutéciojara vonatkozik és (o) jeldli az adott permutécio-
ban az inverziok szamaét.

(b) (5 pont) A Cramer-szaballyal oldja meg az alabbi egyenletrendszert (csak a Cramer-szabaly hasz-
nalataért jar pont)

T+y+2z2=06
x+4+2y+4z =17
rz+3y+92z =34

Megoldds: A Cramer-szabaly alkalmazasihoz négy determinénst kell kiszamolnunk:

111
detA=|1 2 4 |=(184+4+3)—(2+12+9) =2
1 39
6 1 1
detA = |17 2 4 |=(108+135+51) — (68 + 72+ 153) =2
34 3 9
1 6 1
detA =|1 17 4 | = (153424 +34) — (17 + 54+ 136) = 4
==Y
1 34 9
11 6
detA =| 1 2 17 | =(68+17+18) — (12451 +34) =6
1 3 34

Ezek alapjan kapjuk végiil az egyenletrendszer megoldasat:

6

detéw 2 detéy 4 detéz

detA _2:1’ V= detA :2_2’ = detA T2
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1
4. (6 pont) Hatarozza meg az E T
n
n=0

T (z 4+ 3)™ hatvanysor konvergenciatartomanyéat!

1
Megoldds: A fenti hatvanysor kézéppontja o = —3 és egyiitthatoja ¢, = g A konvergenciatarto-
n

mény meghatarozasanak elsé lépése a konvergenciasugar meghatéarozasa. Tudjuk, hogy

1
7= lim /¢, = lim ¢{

Azaz R = 1 lesz a konvergenciasugar. Tehat a (—3 — 1; -3 + 1) = (—4; —2) nyilt intervallum bizto-
san része a konvergenciatartoménynak. De még meg kell vizsgalnuk mi a helyzet az intervallum két
végpontja esetén. Ha x = —4, akkor a

~—
3

443 = (n_l
n=0

n=0

1
végtelen sort kapjuk. Ez el§jelvalto, és igy a Leibniz-kritétium alapjan konvergens (hisz 1 monoton
n
csOkkenve nulldhoz tart). Mig ha © = —2, akkor a

oo

I A I I

n=0 n=0

3\*—‘

végtelen sort kapjuk, amirél tudjuk, hogy divergens.
Tehét a konvergenciatartomény a [—4; —2) balrdl zart, jobbrol nyilt intervallum.

0 ha—-7<x<0

1 haO<z<n 27 szerint periodikus fiiggvény Fourier-soranak

5. (6 pont) Hatarozza meg f(x) = {

els6 négy nemnulla tagjat!

Megoldds: Felrajzolva a fliggvényt azt lathatjuk, hogy f(z) se nem paros, se nem paratlan (ugyanak-
1 B
kor a g(z) = f(x) — B fliggvény mar paratlan). Igy definicio szerint kell kiszamolnunk Fourier-soranak

egylitthatoit. Mivel a fiiggvény csak a (0, 7] intervallumon nem 0, emiatt csak ezen az intervallumon
kell majd integralnunk.

1 T 1 1
_ 1 = [x]" =2
“0=5r )y 1=l =5
1 (7 sin(kx)
=— 1 kx)dx
ak = /0 cos(kx) { A ]
1 [ 1 [—cos(k 1 (1) 41
bk:f/ 1.Sm(,m)d$:{w8<$>] (GRS
T Jo ™ k 0 k
Tehat a paros indexi by egyiitthatok 0-k, igy az els6é négy nemnulla taghoz bi-et, bs-at, b5-0t és br-et
2
kell kiszamolnunk. Ezek alapjan b; = —, b3 = 3 by = . és by = o Tehat a f(x) Fourier-soranak
T T ™ ™
els6 négy nem nulla tagja a kovetkezs (¢(z) jeloli a Fourier-sort):
1 2 2 2 2
¢(z) = = + —sin(x) + — sin(3z) + — sin(5x) + — sin(7x).
2w 3T om T



6. Legyen A =

(a)

—_ = =

0 0
1 0 | . Hatarozza meg az A matrix
11

(4 pont) inverzét

Megoldds: Egy matrix pontosan akkor invertalhato, ha a determinansa nem 0. Igy elszor ezt
kel kiszamolnunk. detA = (1 4+0+0) — (0404 0) = 1, azaz a matrixnak létezik inverze. Ennek
meghatarozasahoz Gauss-Jordan eliminéciot hasznalunk.

10 0j1 0 O 100 100 100 1 0 0
11 0(0 1 0 ~ 01 0,-1 10 ~ 0 1 0]-1 10
1 1 1]0 0 1 0 1 1 1 01 0 01 0 -1 1

A fenti Gauss-Jordan eliminaci6 lépései: el6szor kivontuk az els§ sort a masodik sorbol és a
harmadik sorbél egyarant, majd a kovetkez6 1épésben a masodik sort vontuk ki vontuk a harmadik
sorbol. Igy megkaptuk, hogy

|5S
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(4 pont) sajatértékeit, sajatvektorait.

Megoldds: ElGszor a matrix sajatértékeit szamoljuk, amik a det (é — AL ) karakterisztikus poli-
nom gyokei. A karakterisztikus polinom (a determinanst els6 sor szerint kifejtve szamoljuk):

1—X 0 0
det(A—M)=| 1 1-x 0 —(1_»‘
1 1 1—)

1—-A 0 . 3
I 1-X ‘(1_/\) :
A karakterisztikus polinomnak ezesetben egy gyoke van: A = 1.
Ezek utan kovetkezik a sajatvektor kiszamitasa, ami az (é AL ) v = 0 homogén lineéris egyen-
letrendszer megoldésa. Azaz

0 0 0]0 1 0 0]0 1 0 0]0
10 010 ~ 11 00 ~ 0 1 0|0
11 010 0 0 0|0 0 0 0|0

A fenti Gauss-eliminacio 1épései: el6bb megcseréltiik a sorokat, majd az els6 sort kivontuk amé-
sodik sorbol. Ezek alapjan kapjuk, hogy a v sjadtvektor harmadik vs koordinataja tetsziilegesen
megvalaszthato, mig az els6 két koordinata vy és ve egyardnt 0. Azaz v = (0;0;1) - ¢, ahol t € R.

7. (7 pont) Hatarozza meg az f(x,y) = 23 + y3 — 3zy fiiggvény lokalis szélsGértékeit és azok jellegét!

Megoldds: Elészor is ellendrizniink kell a sziikséges feltétel teljesiilését, azaz melyek lesznek azok a pon-

tok,

ahol az 2-, illetve y-szerinti parciélis derivéaltak 0-k. f.(x,y) = 322 — 3y, mig fy(zy) = 3y? — 3.

Azaz meg kell oldanunk a

322 -3y=0 3y*—32z=0

egyenletrendszert. Kifejezve az els§ egyenletbsl y-t kapjuk, hogy y = z2. Ezt visszahelyettesitve a
mésodik egyenletbe: 32% — 3z = 0 (azaz 3x(2® — 1) = 0). Ennek megoldésai: 1 = 0 és 75 = 1. Azaz



meghatarozva az y értékeket is kapjuk, hogy a lehetséges szélsGérték-helyek: (0,0) és (1,1).
A kovetkez§ 1épés az elégséges feltétel teljesiilésének ellendrzése, azaz meghatarozzuk a Hesse-determinéns.

Ehhez f;, = 6z, f,, = 6y és f;}, = —3. Azaz a Hesse-determinéns:
6x —3
H(z,y) ‘ 3 6y ‘ 36xy — 9

Most mar csak be kell helyettesiteniink a pontokat.
H(0,0)=0-0—(-3%) = —9.

Mivel —9 < 0, ezért a (0, 0) nyeregpont.
H(1,1)=6-6—(—3)*=2T7.

Mivel 27 > 0 és f2 (1,1) = 6 > 0, emiatt az (1,1) pont lokalis minimum lesz.

. (6 pont) Hatarozza meg az f(z,y) = x fliiggvény kettds integraljat a T = {(z,y) : 0 <2 < 1,22 <y <
x} tartomanyon!

Megoldds: A tartoményt felrajzolva lathatjuk, hogy ez egy z-szerinti normaltartomany. Igy a ket-
tosintegral a kovetkezSképpen irhatoé fel:

. (7 pont) Hatarozza meg az f(x,y,z) = /1 + (22 + y?)? fiiggvény harmasintegraljat az =2 + y> = 100
henger, z = 22 + 42 forgasparaboloid és az z,y koordinatasikok kozotti tartoméanyon!

Megoldds: A megadott harmasintegral kiszdmoldsahoz hengerkoordinatés helyettesitést fogunk vég-
rehajtani. Azaz x és y esetében polarkoordinatakra tériink at, z pedig marad. Azaz x = 7rcos,
y =rsiny, z = z, mig a Jacobi-méatrix determinénsa: |J| = r.

A feladat szovege alapjan felirhatoak a hatarok: 0 < r < 10,0 < ¢ <27 és0 < z < z? + 9%, azaz
0 < z <72 Tehat a harmasintegral

27 10 pr? 21 10
///f(m,y,z)dxdydz:/ / / \/1+r4-rdzdrdap:/ \/1—}—7“4-7“-[2]82 drdy =
T o Jo Jo o Jo

4
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- % (100013/2 - 1) /O% ldp = g (100013/2 . 1)



