Matematika A2

10. feladatsor megoldasa

1. Nevezziik meg az alabbi feliileteket és rajzoljuk fel a grafikonjukat!
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2. Adjuk meg a fiiggvény értelmezési tartomanyat, hatarozzuk meg az értékkészletét, adjuk meg
a szintvonalakat, hatarozzuk meg az értelmezési tartomany hatéarait, allapitsuk meg, hogy az
értelmezési tartomany nyilt, vagy zart, vagy egyik sem, dontsiik el, hogy az értelmezési tartomany
korlatos vagy nem!

(a) f(z,y) = Vy — x A fiiggvény értelmezési tartomanya azon (z,y) pontparpkbol all, amelyekre
y—x > 0. Azaz a fiiggvény értelmezési tartomanya: R? kivéve azon pontok, melyekre y > x .
Ertékkészlete:

Szintvonalai: \/y — = = ¢, azaz y = x + ¢%. Azaz a szintvonalai egyenesek, amik az y tengelyt
a ¢ pontban metszik.

(b) f(z,y) = /9—22—y? A fliggvény értelmezési tartomanya azon (z,y) pontparokbol all,
amelyekre 9 — 22 — y? > 0. Azaz a fiiggvény értelmezési tartoméanya: az origd kozépponti
harom sugart korlap pontjai.

(¢) f(z,y) =In(2* +y°)
3. Hatarozzuk meg a hatarértékeket!
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A hatarérték kiszamitasakor felhasznéltuk, hogy a lim,_.q Sigr =1
(b) ( %Hn( )cos lzyl =1
x,y)—(1,1
A fliggvény a megadott pontban folytonos, igy a hatarérték egyszerd behyelettesitéssel sza-
molhat6. A fenti hatarérték: cos0 = 1.
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A hatérérték kiszamolaskor gyoktelenitettiik a szamlalot, igy mar ki tudtuk szamolni a hatarértéket.




4. Az (z,y)-sik mely pontjaiban folytonosak az alabbi fiiggvények?

(a)

(b)

f(z,y) = sin(z +y)

A megadott fliggvény folytonos fiiggvények Gszetétele, nincs olyan tartomany, ahol nem értelmezett.

Azaz ez a fliggvény a teljes valos sikon folytonos.
Folytonossagi pontok: R2.

f(x,y) = In(z? + y?) folytonossagi pontjai: R? \ {(0,0)}.

5. Kiilonbo6zo gorbék (ill. egyenesek) mentén vizsgalva, lassuk be, hogy az alabbi fliggvények hatarértéke
nem létezik (z,y) — (0,0) esetén!

(a)

4
f(x,y) = 75
Kozelitsiink a megadot pontba y = ma? parabolak mentén. Ekkor a fenti hatéarérték a
kovetkez6 modon alakithato at:

4 x* 1

li R _
(Ivy)l"nl(oyo) 4 + y2 93112) x4 + m2x4 1+ m?2

Azaz lathato, hogy kiilonboz6 m értékekere kiilonbozé hatarértéket kapunk. Igy a fenti kife-
jezésnek nem létezik hatarértéke.

fl@y) = o
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Kozelitsiink a megadot pontba y = ma kiilonb6z6 meredekségi egyenesek mentén. Ekkor a
fenti hatarérték a kovetkezd moédon alakithatod at:
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Azaz lathato, hogy kiilonboz6 m értékekere kiilonbozé hatarértéket kapunk. Igy a fenti kife-
jezésnek nem létezik hatarértéke.

flz,y) = i—:; Kozelitsiink a megadot pontba y = mz kiillonb6z6 meredekségt egyenesek
mentén. Ekkor a fenti hatarérték a kovetkezé modon alakithato at:
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Azaz lathato, hogy kiilonbozé m értékekere kiilonboz6 hatarértéket kapunk. Igy a fenti kife-
jezésnek nem létezik hatarértéke.

6. Hatarozzuk meg a fliggvény parcialis derivaltjait minden valtozoja szerint!

(a)

flz,y) =2 —ay+y?
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(d) f(z,y) = log, v = 1oz
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7. Hatarozzuk meg az 6sszes méasodrendii parciélis derivaltat!

(a) f(z,y) = 2y + cosy +ysinzx
fz =2xy+ycosz

fy =2* —siny +sinz
fx:c =2y —ysinz

foy = fyz =22+ cosz

fyy = —cosy
(b) f(z,y) =In(z+y) .
f:z: = fy = Tty
1
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8. Milyen sorrend( derivalassal kapjuk meg kénnyebben f,,-t: el§szor x-szerint vagy el6szor y-szerint?

(a) f(z,y) = xzsiny + ¥
Elészor x szerint kell derivalnunk, ugyanis ekkor csak az els§ tag marad meg, amit konnyt
utana y szerint lederivalni.

(b) f(z,y) = 2® + 5y +sinx + 7e®
El6szor y szerint kell derivalni, ugyanis ekkor csak a masodik tag marad. Es azt utana konnyti
x szerint derivalni.

(¢) f(z,y) = xInzy ElSszor y szerint derivalunk, majd x szerint.

9. Mutassuk meg, hogy az f(z,y) fliggvény egy megoldasa a

2 2
Af = gz—i + % =0
Laplace-egyenletnek! (14.3: 65, 66)
(a) f(z,y) =e Y cos2x
fo = —2¢ % sin 2z
fozw = —4e™ Y cos 2z
fy= —2e~ %Y cos 2z

— de— 2
fyy = 4e" Y cos 2z

Lathato, hogy ezek alapjan tényleg teljesiil a fenti allitds. Azaz

fzz+fyy =0



(b) f(z,y) = /22 +y% a D =%R2/{(0,0)} tartomanyon.
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Kisebb szamolas utan lathato, hogy itt is teljesiil a fenti allitas. Azaz

fun‘*‘fyy =0

10. Adjuk meg a gradienst az adott pontban, azutan vazoljuk fel a gradienst és azt a szintvonalat,
amelyik az adott ponton atmegy!

(a) f(x’y) =Yy—-, P0(271)

g?“adf = (fa:afy) = (_]—7 ]-)
Azaz ezen fliggvény gradiense minden pontban: (—1,1)
(b) f(xay) =Y—- .’E2, PO(_]-vO)

gradf = (fa:,fu) = (_Q‘Tv 1)
Azaz ezen fiiggvény gradiense a megadott Py pontban: (2,1).

11. Adjuk meg a fliggvény irdnymenti derivaltjat a Py pontban, A irdnyaban!
A fiiggvény iranymenti derivaltjat a kovetkez6 modon szamoljuk: (gradf, A).

(a) f(xay) = 2£Ey - 3y2a P0(271)a A= 4i+3j

gradf = (2y,2z — 6y gradf(Py) = (2,-2)

)
Azaz az iranymenti derivalt értéke: % — g = %

(b) f(z,y,2) =zy+e"¥, Py(1,1), A =12i — 5j

gradf = (y+e* Y,z —e*7Y), gradf(Py) = (2,0)
Azaz az irdnymenti derivalt értéke: %2 — 15—30 = 24.

12. Adjuk meg azokat az irdnyokat, amelyekben a fiiggvény az adott P, pontban a leggyorsabban
novekszik, ill. csokken!

(a) f(xay) = IZ - y27 PO(L 1)
(b) f(x’y) =z +y+ay, PO(O’O)



