
Nevezetes f̈uggvények, inverzfüggvények
Jel̈olés: ∀ azt jelenti, hogy “minden”,∃ azt jelenti, hogy “ĺetezik”, ∃! azt jelenti, hogy “ĺetezik

egyetlenegy”.
Ha az f függv́enyértelmeźesi tartoḿanyaD( f ) ésért́ekkészleteR ( f ), akkor

∀x∈ D( f ) ∃! y∈ R ( f ) : y = f (x) ∀y∈ R ( f ) ∃x∈ D( f ) : y = f (x)

Sźoban: mindeńertelmeźesi tartoḿanybeli x-hez egyetlenegy olyany van, hogy f (x) = y. Minden
ért́ekkészletbeliy-hoz van olyanx, hogy f (x) = y. Lehet, hogy ẗobb olyanx is van, amiref (x) = y

Azt mondjuk, hogy azf függv́eny injekt́ıv (avagyinvertálható), ha

∀y∈ R ( f ) ∃!x∈ D( f ) : f (x) = y

Sźoban: azf függv́eny akkor invert́alhat́o, ha mindeńert́ekkészletbeliy-hoz egyetlenegy olyanx van,
amire f (x) = y. Akkor invert́alhat́o az f , ha a grafikonj́anak minden lehetséges v́ızsźıntes vonallal
legfeljebb egy k̈ozös pontja van.

Ha f invert́alhat́o függv́eny, akkorf inverzfüggv́enye az azf−1-el jelölt függv́eny, amireD( f−1) =
R ( f ), R ( f−1) = D( f ), és f−1(y) = x ⇐⇒ f (x) = y.

Feladat: Hat́arozza meg a k̈ovetkez̋o függv́enyek inverzf̈uggv́enýet! Az értelmeźesi tartoḿany
mindegyik esetben a pozitı́v valós sźamok halmaza, azazD( f ) = R+:

f (x) = x, f (x) = x2, f (x) = 1/x, f (x) = xα

Feladat: Hat́arozza meg azf (x) = 1−x
2x+3 függv́eny lehet̋o legb̋ovebbértelmeźesi tartoḿanýat (a

nullával vaĺo oszt́ast ki kell źarni) és ehhez aźertelmeźesi tartoḿanyhoz tartoźo ért́ekkészletet. Rajzolja
fel f grafikonj́at, és ĺassa be, hogyf invert́alhat́o. Hat́arozza megf−1(x)-et és rajzolja fel a grafikonját.

Annak az eld̈ont́eśehez, hogy egy f̈uggv́eny invert́alhat́o-e vagy sem, nem elég az f (x)-et megad́o
képletet megńezni,D( f ) is fontos:

Feladat: Invert́alhat́o-e azf (x) = x2−2x függv́eny, haD( f ) = R? Melyik az a legnagyobba∈ R,
amire igaz, hogy haD( f ) = (−∞,a], akkor f invert́alhat́o? Hat́arozza meg az inverzfüggv́enyt, ha ilyen
alaḱu azértelmeźesi tartoḿany!

Transzformációk: A 2 f (x) függv́eny grafikonja azf (x) függv́eny grafikonj́ab́ol kétszeres f̈ugg̋oleges
nyújtással kapható, f (x) + 2 grafikonj́at úgy kapjuk, hogy azf (x) grafikonj́at felfeĺe toljuk 2-vel, az
f (2x) grafikonj́at úgy kapjuk, hogy azf (x) grafikonj́at v́ızsźıntes iŕanyban a feĺere zsugoŕıtjuk, az
f (x+ 2) grafikonj́at úgy kapjuk, hogy azf (x) grafikonj́at balra toljuk 2-vel. Azf−1 grafikonj́at úgy
kapjuk azf grafikonj́ab́ol, hogy azx = y egyenesre tükrözz̈uk.

Exponencíalis függvény: f (x) = ex, D( f ) = R. e≈ 2,71. Szigoŕu monoton n̈ovő: x< y =⇒ ex <
ey. Ha az f függv́eny grafikonj́at függ̋olegesen ḱetszereśere nýujtjuk, ugyanazt ĺatjuk, mint ha balra
eltoltuk volna ln(2)-vel: 2ex = eln(2)ex = eln(2)+x. Áttéŕes terḿeszetes alaṕu exponencíalis függv́enyre:

ax = eln(a)·x

Természetes alaṕu logaritmus: f (x) = ln(x), D( f ) = R+, szigoŕu monoton n̈ovő. Ez azex függv́eny
inverzfüggv́enye, teh́at minden pozit́ıv x-reeln(x) = x es mindenx∈ R-re ln(ex) = x.

ln(xy) = ln(x)+ ln(y) ln(xα) = α ln(x) ln(1/x) = − ln(x) logb(x) =
ln(x)
ln(b)

Ha a ln(x) függv́eny grafikonj́at v́ızszintesen̈osszeh́uzom a feĺere, akkor ugyanazt látom, mintha felfeĺe
toltam volna ln(2)-vel: ln(2x) = ln(x)+ ln(2).
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Feladat: Hat́arozza meg azf (x) = 1
2 ln(−3x− 1)− 5 függv́eny értelmeźesi tartoḿanýat és in-

verzfüggv́enýet.
Szinusz hiperbolikusz:sinh(x) = ex−e−x

2 , D(sinh) = R, monoton n̈ovő, ṕaratlan f̈uggv́eny:

sinh(−x) =
e−x−e−(−x)

2
=

−ex +e−x

2
= −sinh(x)

Koszinusz hiperbolikusz: cosh(x) = ex+e−x

2 , D(cosh) = R, páros f̈uggv́eny: cosh(−x) = cosh(x).

cosh(x)+sinh(x) = ex cosh(x)−sinh(x) = e−x

A képletgy̋ujtémenyen ĺevő sinhés cosh-ḱepletek k̈ozül az els̋onek a bizonýıtása:

cosh2(x)−sinh2(x) =

(

ex +e−x

2

)2

+

(

ex−e−x

2

)2

=
e2x +2+e−2x

4
−

e2x−2+e2x

4
=

4
4

= 1

Feladat: Az összes ẗobbi képlet bizonýıtása.

tanh(x) =
sinh(x)
cosh(x)

=
e2x−1
e2x +1

coth(x) =
1

tanh(x)

Továbbiösszef̈ugǵeseket ĺasd a wikipedia-n: Google: “wikipedia hyperbolic function”
Trigonometrikus f üggvények inverzei (arkuszf̈uggvények):
Arkusz szinusz: arcsin(x), D(arcsin) = [−1,1], R (arcsin) = [−π

2 , π
2 ], monoton n̈ovő függv́eny. A

grafikonjaúgy kaphat́o, hogy a szinuszfüggv́eny grafikonj́anak a−π
2 és π

2 közé es̋o résźet tükrözz̈uk az
y = x egyenesre.

Arkusz koszinusz: arccos,D(arccos) = [−1,1], R (arccos) = [0,π], monoton cs̈okken̋o függv́eny.
A grafikonjaúgy kaphat́o, hogy a koszinuszfüggv́eny grafikonj́anak a 0́esπ közé es̋o résźet tükrözz̈uk
azy = x egyenesre.

Arkusz tangens:arctan,D(arctan)= R, R (arctan)= (−π
2, π

2), monoton n̈ovő függv́eny. A grafikonja
úgy kaphat́o, hogy a tangensfüggv́eny grafikonj́anak a szigoŕuan−π

2 és π
2 közé es̋o résźet tükrözz̈uk az

y = x egyenesre.
Feladat: Rajzoljuk fel az arkuszf̈uggv́enyeket. Milyena,b,c,d-re teljes̈ul, hogy

∀x arcsin(x) = c·arccos(a·x+b)+d

Seǵıtség: a rajz sokat segı́t...
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